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Vorrede* 



Ib dem folgenden Abriss habe ich die 'Grundlebren 
der matbematiscben Analysis, namenllidi ihres höheren 
Theiles, zunädist für meine Schüler zusammengestellt. 
Dabei strebte ich zweierlei Zwecke mit einander zu ver- 
bnideü, n&mlich sowohl eine Uebersicht über den Orga- 
nismus der Wissenschaft zu-'^^Ahren^ ^^b .^uch die für 
technische Anwendungen yvicil^g^rm Lebi*:ep/ •)iervorzu-- 

heben. ^'ÜrS: •:" 

. ••• 

Wegen der ersteren Rücki^tmljllfft^fte^ die Abschnitte 
über partielle DiflFereutialgleichungen' unu- Variationsrech- 
nung nicht fehlen, wobei ich jedoch weniger in Specielles 
einzugehen, als vielmehr die wesentliche Bedeutung des 
Gegensrtandes darzustellen für zweckmässig hielt. Was 
die Methode betrifft, so bin ich der Ueberzeugung gefolgt, 
das.« man Solche, die zum ersten Male einen Ueberblick ' 
uh^r das reiche Gebiet der Analysis gewinnen, und auch 
bJd zu Anwendungen gelangen wollen, nicht durch allzu 
gössen Rigorismus in der Darstellung ermüden und auf- 
lalten darf. Mögen dann später Diejenigen, welche die 
Theorie weiter verfolgen wollen, durch Privat-Stndium 
ftch mit den Werken eines Cauchy vertraut machen. 
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In Bezug auf die zweite Rücksicht schienen mir die 
meisten vorhandenen Lehrbücher der Analysis insofern 
mangelhaft zu sein, als sie bei den Anwendungen vor- 
zugsw^eise die Geometrie im Auge haben, während doch 
die Mechanik gleiche Berücksichtigung verdient; auch wird 
gewöhnlich der für die Praxis so wichtige näherungsweise 
Gebrauch der Formeln, namentlich in den einfacheren 
Fällen, zu wenig beaciKei Ich habe deshalb gestrebt, 
ohne in specielle Beispiele, die man besser dem Spielräume 
^m mündlichen Uüterrieiifs übedäast, einzugehen , doch 
im AUgemainen ^aüf dia mannigfaltigen .för AuWi^odung 
fr^chtbarm Besultato hfmsuweisen, welche die Analysds 
zu erziele^ vermag^.: . : i 

Uebrigens ist ^eä »ach vieiner Ansicht füir^ das Publicum 

vortheilhaft , . w^Qun^ 4^ ,^1^;|^Ber eines . Lehrbuches , wie 

de^ vQrlie^]fi^in]^ ine^'*d4ca^ denkt, .da» bereits Bewährte 

und allgemein ^ei^fiin^ zu sichten^ als Proben eigener 

Prodoctivität.zil«gd^€an^C:v • ; , 

• ••-.. ...... '\., 

Cassel, im October 1849. '; 

Der TertMSßer. 
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$•1. 

Grundbegriff. 

Ueberall kommen Grössen vor. Um die Vorstellungen der 
Grösse ins Gebiet des abstracten Denkens zu bringen, fassen wir sie 
mittelst der Zahl in BegrifTe* Zahl ist die Grösse im Allgemeinen 
ein abstracto). Die allgemeine C^bstracte) Mathematik ist 
Zahlenlehre CWissenschaft des Calculs), welche die Gesetze der 
Zahlen betrachtet, ohne besondere Arten von Grössen zu unterschei- 
den. Von dieser allgemeinen Theorie ist sodann die Anwendung 
auf das Concreto zu machen. Wir beschäftigen uns im Folgenden 
mit der abstracten Grössenlehre , das ist mit der Zahlenlehre. Diese 
Wissenschaft entwickelt sich aus einem einzigen Grundbegriffe, näm- 
lich aus dem einfachen iBegriffe der Zahl. 

S. 2. 
Die Elemente, 

Zum Grunde liegt die Reihe der natürlichen Zahlen, d. s. die 
absoluten ganzen Zahlen» Die Zahlen werden mit einander verbun- 
den, d. h. es wird mit den Zahlen gerechnet, wodurch neue, Zah- 
lenverbindungen oder Zahlformen, gebildet werden. Alle 
Verbindungen beruhen auf denen zweier Zahlen; diese einfachen 
Verbindungsarten sind die 7 Formen: Summe und Differenz, Fro- 
duct und Quotient, Potenz und Wurzel nebst Logarithmus, 
welche auf folgende Art bezeichnet werden: 



Wenn a + b == c 

a 
b 



«^ 5of ( c — b = a 
so^s* ic-a = 



Wenn a. b = c 

. ^ ( c: b =: a 

so ist W\\, t 

( c: a =3 D 



Wenn a* = c 

b 

so ist v' c = a 

und log c = b 
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Es werden nun die Gesetze der Zablenverbindungen (Rech- 
nungsarten) betrachtet. Diese Gesetze lassen sich im Grunde auf fol- 
gende 13 Formeln zurückführen: 

a + b=b + a ab = ba (a*)« = (a*)^ 

(a + b) + c = (a + c) + b; (ab) c = (ac) b; / ^ v^ 

(v/a|= a 
(a — b)^^ b = a (a: b) b = a ^ 

,b^«^*=a 
(a + t) c = ac + tc 

a^ + « = a\ a* 

(ab)« = a'. b* 
Alle Formeln werden ursprfinglich nur für naturliche Zahlen be- 
trachtet, sodann aber allgemein aufgefasst. Durch die allgemeine 
Betrachtung der Formen: DüQTerenz, Quotient, Wurzel und Logarith- 
mus treten die gebrochenen, irrationalen, negativen und 
imaginären Zahlen auf. 

Aus jenen Gleichungen lassen sich neue ableiten immerfort. Für 
die Praxis folge noch eine Zusammenstellung der nächst wichtigen 
Formeln : 



a + b = b + a;(a + b) + c = (a+c) + b 
(a + b) — b = a = (a — b) + b 

(a — b) + c = (a + c) — b = a — (b — c) 

(a — b) — c = (a — c) — b = a — (b + c) 

(a + c) — (b + c) = a— b == (a— c)~(b — cj 
n. 8. w. 



(a + b) c = ac i bc 
a ±b 



c — 
U. fl. w. 



ab =: ba ; (ab) c == (ac) b 
ab a 



= «= " .b 



_.c = 



a 
b 
ac 
bc' 

a 



b:c 



a 
b 
e 
d 



ac 
b 

a;c a 

b "" bc 

a: c 

"" b:c 

~bd~b • c 



«♦ s, w. 



(± a) + et b) = ± (a + b) 

(+a) + (-b) = +(a - b) =: - (b ^ a) 

-(±a) =: + (+)» 
(+ a) (+ b) = + ab =r (- a) (-• b) 
(+ a) (~ b) = - ab 
+ a ^ I a — — a 

+ a _ a _ --£ 

- b TT — +b 



tt. 0* w. 



a»i 



an = a» + n 
a* :^ am — tt 
a» = 1 ; a— n = 



1 
a« 



(ab)» = a» b« 



(am)tt = ana 
n m 



a» 
b» 



(an)n 



U. 8. W. 



log (ab) = log a + log b 

log -r— = log a — log b 

log (a*») = b log a 

1 ^ — log a 
log v/a = — 5— 

b b c 

log a =: log C . log a =: — 



log a 



log b 
h a, h 

log a log c log e 

C """ d ""^ G 

log a log b log e 

u, s. w. 



Nachdem man alle Zahlen in allen Verbindungen betrachtet hat, 
sind die Elemente der Zahlenlehre durchlaufen. Diese Theorie der 
einfachen Rechnungsarten ist das Fundament der Mathematik» 

Jede bestimmte Relation zwischen Grössen wird durch eine Glei- 
chung ausgedrückt. Die Gleichungen werden umgeformt gemäss 
den Gesetzen der Rechnungsarten. 

S. 3. 
Uebergamg zur Analysis. 

Der Fortschritt im Systeme der Mathematik geschieht (wie 
auch in anderen Wissenschaften) dadurch, dass die Begriffe sich stu- 
fenweise verallgemeinern (abstracter werden). Eine Hauptstufe 
der Verallgemeinerung hebt an, indem alle unendlich vielen bestimm- 
ten Zahlen unter der veränderlichen Zahl zusammen begriffen 
werden. Durch diesen Begriff werden die Grössen gleichsam aus der 
Starrheit erlöst und in Fhiss gebracht. Die Lehre von den veränder- 
lichen Grössen heisst Analysis. 



V* 



Einleitung in die Analysis« 



$.4. 
Grundbegriff der Analysis. 

Die Analysis beschäftigt sich mit den veränderlichen Grössen. 
Wollte man nun blos absolut veränderliche Grössen für sich betrach- 
ten , so wurden sich keine weiteren Untersuchungen darbieten. Aber 
es sind nun die variablen Grössen untereinander und mit den con- 
stanten zu verbinden, wodurch die sogenannten Functionen ent- 
stehen. Daher kann man die Analysis auch als Theorie der 
Functionen bezeichnen. Der Begriff einer Function ist der Grund- 
begriff der gesammten Analysis. 

$. 5. 

Von den veränderlichen Grössen im Allgememen. 

Eine veränderliche Zahl ist entweder unabhängig veränderlich 
(veränderlich im engeren Sinne) oder abhängig veränderlich, d.h. 
Function einer oder mehrerer Variablen. 

In bestimmten Fallen der Anwendung sind diejenigen Veränderlichen als 
unabhängig zu betrachten, deren Veränderung nicht der Veränderung einer 
anderen Grösse untergeordnet ist. Wenn man die Zeit als unabhängig 
Veränderliche betrachtet, so hat dies seinen Grund in dem Wesen dieser 
Grösse; nämlich die Zeit ist die einzige nothwendig unabhängige Ver- 
änderliche. So muss z. B. der Ablenkungswinkel !^ eines Pendels als eine 
Function der seit dem Anfange der Bewegung verflossenen Zeit t betrachtet 
werden, aber es würde unnaturlich sein, hier t als Function von 3^ zu be- 
trachten. (Wenn dagegen die Veränderliche t die absolute Dauer einer Er- 
scheinung ausdruckte, so könnte sie die Rolle einer abhangigen veränderlichen 
Grösse spielen ; z. B. die Schwingungsdauer t eines PendeU ist eine Function 



dei anfänglichen Ablenkungswinkels !^.) — In anderen Pillen beruht die Un- 
abhängigkeit der veränderlichen Grössen nicht in der Natur der Grössen selbst, 
sondern in der Annahme. Z. B. die veränderlichen Coordinaten z, y^ z, 
welche die Lage eines Punctes im Räume bestimmen, kann man als unab- 
hängig betrachten^ aber auch nichts hindert, sie als Functionen der Coordi- 
naten u , V , w eines anderen Systemes zu betrachten, so dass hier die Unab- 
hängigkeit der veränderlichen Grössen ihren Grund nicht in dem Wesen dieser 
Grössen hat^ sondern in der willkürlichen Wahl als Coordinaten. 

Wir I)etracliten zunächst eine Function y Einer Variablen x« 
Sieht man auf die Anzahl der auf x sich beziehenden Operationen, 
so sind die einfachsten Functionen solche , wo x nur mit Einer 
Constanten Grösse a durch eine einfache Rechnungsart verbunden ist, 
ndmiich: 

a + X, a — X, ax, — , x* 

a«, log X 
Daran schliessen sich später noch die Kreisfunctionen 

sin X, cos X 
arc sin x, arc cos x 
wegen ihrer Wichtigkeit an. Die fünf ersten dieser Functionen ge- 
hören zu den algebraischen, und die übrigen zu den transcendenten. 

Aus dieser kleinen Anzahl fundamentaler Functionen sind die 
übrigen unzähligen zusammengesetzt. 

Sieht man auf die Art der auf x sich beziehenden Operationen, 
so sind die ganzen rationalen Functionen von der einfachsten 
Form. CComplicirter sind die gebrochenen und irrationalen Functionen, 
und noch mehr die transcendenten.) 

Noch mannigfaltiger sind die Functionen von zwei oder mehr 
Veränderlichen. In der Anwendung kommen Functionen von 1, 2, 3 
auch 4 unabhängigen Variablen vor. 

Hat man eine Gleichung zwischen zwei oder mehr Variablen, so 
kann man irgend eine als Function der übrigen betrachten, und die 
Gleichung ist nach dieser Einen Grösse aufgelöst oder nicht; daher 
unterscheidet man entwickelte und unentwickelte Functionen 
Coder explicite und implicite). 

Jede Gleichung mit zwei veränderlichen Grössen kann als die 
Gleichung einer ebenen Curve, und jede Gleichung zwischen drei 
Veränderlichen als die Gleichung einer krummen Fläche betrachtet 
werden. Daher kommt die Anwendung der Functionen von zwei und 
drei Veränderlichen in der analytischen Geometrie. Functionen von 
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mehr als zwei Veränderlichen lassen sich nicht geometrisch con- 
struiren, aber in Mechanik und Physik kommen auch Functionen von 
3, oder von 4 Veränderlichen vor. 

In anderer Hinsicht erscheint die Analysis bei der Anwendung anf Geo- 
metrie unvollkommen. Nämlich man kann eine Linie oder eine Fläche in ihrer 
ganzen Ausdehnung^ aber nicht begrenzte Stücke von Linien oder Flachen 
(auf einfache Weise) analytisch ausdrücken ; auch kann man nicht die einen 
bestimmten körperlichen Raum ausfüllenden Puncte durch eine Gleichung cha- 
rakterisiren. — Damit hangt Folgendes zusammen : Wenn in der Statik für ein 
System von Puncten Bedingungen (Widerstände) solcher Art vorkommen, dass 
die jeder möglichen Bewegung gerad entgegengesetzte nicht gleichfalls mög- 
lich ist, so kann man solche einseitige Bedingungen nicht durch eine Glei- 
chung zwischen den Coordinaten der Puncte ausdrücken. Z. B. Ein Punct 
soll auf der einen Seite einer Fliehe bleiben, so dass er nicht nach der einen 
Richtung der Normale, aber wohl nach der entgegengesetzten sich bewegen 
kann. Oder: Zwei Puncte sind durch einen Faden verbunden, so dass ihre 
Distanz nicht zunehmen, aber wohl abnehmen kann. U. s. w. 



S. 6. 
Grenzen der mränderlichen Chrössen. 

Eine Grössse, die ins Unendliche wächst, so dass sie grösser 
wird, als jede angebbare Zahl, heist unendlich gross (oder un- 
endlich schlechthin), und wird durch oo bezeichnet. Eine Grösse, 
die unendlich abnimmt, so dass sie kleiner wird, als jede gegebene 

Grösse, heisst unendlich klein, das ist _. Es sind dies wer- 
dende Grössen, die Unendlich oder Null werden« 

Eine Grösse kann immerfort zu- oder abnehmen, und dennoch an eine 
bestimmte endliche Grenze gebunden sein ; i. B. a nähert sich im Wach* 

sen ohne Ende dem a, und a -\ nähert sich im Abnehmen ohne Ende 

dem a, wenn x immerfort wächst. 

Wenn eine veränderliche Grösse z sich einer unveränderlichen 
Grösse a ohne Ende nähert, dergestalt, dass der Unterschied a — z 
zwischen beiden unendlich klein wird, so heisst a die Grenze von z 
(z convergirt ohne Ende gegen a). Jede veränderliche Grösse, die 
Null zur Grenze hat, ist unendlich klein. 

Die unendlich kleinen Grössen, welche in der Analysis vorkom- 
men , sind unendlich kleine Aenderungen der veränderlichen Grössen. 
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Stetigkeit der Aenderung. 

Eine Grösse ändert sich stetig (continuirlicb) von einem Werthe 
zu einem andern, wenn sie dabei alle (unendlich vielen) Zwischen- 
werthe durchläuft. Die Differenz zwischen zwei nächst auf einan- 
der folgenden Werthen einer stetig veränderlichen Grösse ist un- 
endlich klein. In der stetigen Reihe der Grösse sind a --• e und 
a 4* ^ <iie Nachbarwerthe (nächst angrenzenden Werthe) von a, 
wo B unendlich klein. Das Unendlichkleine ist der Nachbarwerth 
von Null. 

Während in einer Function von x das x sich stetig ändert, ist 
auch die Function im Allgemeinen (d. h. wenn man von besonderen , 
Ausnahmefällen absieht) stetig (continuirlicb); nur für gewisse be« 
sondere Werthe von x kann eine Function unstetig (discontinuirlich) 
sein. Eine Function f (x) ist bei x » a continuirlicb, wenn fCa— «) 
— f («) und f(a + €) -- f(«) unendlich klein sind, wo f(a — c) 
und f (a + «) die Nachbarwerthe von f (a), d. h. die beiden Werthe 
vorstellen, welche dem f (a) nächst voran gehen und nächst fol- 
gen. Findet dies nicht Statt, so ist die Function nicht continuirlicb. 

Z. B. — ist discontinuirlich bei x = 0, indem hier die Function 

aus — OD in -f- <^ überspringt; daher, wenn in einem speciellen 
Falle der allgemeinen Rechnung NuU im Nenner erscheint, so ist dies 
ein Ausnahmefall, den man besonders behandeln muss. 

Es ist anxunehmeD , das« jede veränderliche physische Grösse genau ge- 
nommen sich stetig ändert, d. h. dass sie ron einem endlichen Werthe nicht 
zu einem anderen endlichen Werthe übergehen kann, ohne wahrend dieses 
Ueherganges alle zwischenliegenden Werthe anzunehmen, wie schon das be- 
' kannte Spr&chwort der alten Philosophen ausdruckt: Natura non facit saltns. 
Wenigstens kann eine messbare physische Grösse nicht Unterbrechungen 
der Stetigkeit erfohren, wekhe vom Durchgange durch einen unendlich 
grossen Werth herrühren. Wird eine physische Grösse durch eine mathe- 
matische Function ausgedrückt, bei welcher solche Unterbrechungen der Ste- 
tigkeit stattfinden, so muss man schliessen, dass die mathematische Function 
in der Nähe der Werthe, für welche die Unterbrechung der Stetigkeit statt- 
findet, das wahre Maass der physischen Grösse nicht mehr ausdrückt. So wird 
z« B. die gegenseitige Attractionskraft zwischen zwei ponderabeln Moleculen 

bekanntlich durch die Function — ,- ausgedrückt, wo a eine Constante und 

X die gegenseitige Entfernung der beiden Molecnle bezeichnet. Da diese 
Function unendlich wird, wenn x verschwindet, so muss man, wenn die Mo- 
lecale einander sehr nahe kommen, für diese Function eine andere substitniren. 
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S; 8. 
Verschiedene Ordnungen des unendlich Kleinen. 

Von zwei Zahlen m und n, sie mögen endlich oder unendlich 
klein sein, heisst n unendlich klein gegen m, und dann m un- 

endlich gross gegen n, wenn der Quotient — unendlich klein ist. 

Man theilt daher die unendlich Kleinen in Ordnungen, und 
rechnet solche Unendlich -Kleine za derselben Ordnung, deren Quo- 
tienten endliche Werthe haben^ So entstehen höhere und niedere 
Ordnungen des unendlich Kleinen. Z. B. Wenn e unendlich klein ist, 
und a^ b, c, ... endliche Werthe haben, so sind die Potenzen ae, 
be^^ C€^, ... unendUch Kleine der ersten^ zweiten, dritten, ..« 
Ordnung. 

Die Potenzen eines sehr kleinen Bruches nehmen sehr schnell 
ab, so dass man bei ehier Näherungsrechnung eine höhere Potenz 
gegen eine niedrigere vernachlässigen kann, wobei der Fehler desto 
kleiner wird, je kleiner der Bruch ist. Man kann die Basis immer 
so klein annehmen, dass der Fehler kleiner wird, als jede gegebene 
Grösse, das heisst mit anderen Worten: Von einer unendlich kleinen 
Grösse verschwinden die höheren Potenzen gegen die niederen. Ge- 
nauer wollen wir dies im folgenden Paragraphen betrachten. 

$. 9. 
Grenzwerthe von Polynomen. 

In jeder unendlichen Reihe von der Form 

a + bx + ex« + dx» + ex* -L . . ., 
die nach steigenden Potenzen von x fortgeht, kann immer (voraus- 
gesetzt, dass keiner der Coefficienten a, b, c, d, . . . unendlich gross 
sei); X so klein genommen werden, dass das erste Glied a grösser 
wird, als die Summe aller übrigen; und wenn dies für irgend einen 
Werth von x der Fall ist, so findet es um so mehr für jeden noch 
kleineren Werth von x Statt. 

Der Beweis ist folgender: 

Die Reihe l + x + x' + x' + ... + xn-* sammirt giebt bekanntlich 

= — —- . W enn x -< 1 • nnd n = CO , so ist die 

1 — X 1 — X 1 — X ' ' 

Summe der unendlichen Reihe l+x + x* + x' + ...= . ^ , weil 

dann z» verschwindet. Ist nun C der grdsste der CoefBdenten b, c, d, . .., 



so ist offenbar, wenigstens so lange x positiv oder absolut gedacht ist, die 
Summe der unendlichen Reihe bx + ex' -f ^x' + ^^^ + • • • kleiner als die 
Summe der unendlichen Reihe Cx + Cx* + Cx* + Cx* + . . ., das ist kleiner 

als . ^ , jede dieser Summen absolut genommen. Da man nun x offenbar 

klein genug nehmen kann, so dass -7— — , absolut genommen, kleiner als ir- 
gend eine gegebene Zahl a werden kann, so folgt sogleich die obige Be- 
hauptung« 

Eben deshalb kann man nun auch x klein genug nehmen , dass 
b grösser wird als die Summe aller übrigen Glieder der R^ihe 
b + cx -f- dx* + ex' + . . . , sowohl b als die letztere Summe ab- 
solut genommen. Und dann, wenn man auf beiden Seiten mit x, x', 
X*, u,s. w. multiplicirt, so dass die Reihen bx -{- cx' + dx' -f- • • . oder 
bx* -j- cx' + dx* + . . . oder bx' + cx* + dx' + . . . erhalten werden, 
folgt, dass man auch jedesmal x so klein nehmen könne, dass in 
jeder der letztern Reihen das erste Glied absolut genommen ebenfalls 
grösser wird, als die absolut genommene Summe aller übrigen Glie- 
der derselben Reihe. — Kommen in der Reihe zum Theil negative 
Coeiücienten vor, so gilt das Erwähnte um so stärker. 

Dieser Satz lässt sich auch leicht auf eine Reihe mit beliebigen 
Exponenten ausdehnen, wenn nur dieselben wachsen. Daher gilt all- 
gemein : In jeder nach steigenden Potenzen von x fortlaufenden Reihe 
kann man x immer klein genug nehmen, so dass das erste Glied der 
Reihe grösser wird, als die Summe aller folgenden Calso das Vor- 
zeichen der ganzen Reihe mit dem des ersten Gliedes übereinstimmt). 
Namentlich muss dies also der Fall sein, wenn x unendlich klein wird. 

Das erste Glied in einer solchen Reihe ist die Grenze, welcher 
sich die Reihe immer mehr und ohne Aufhören nähert, je kleiner x 
gedacht wird, so dass für ein unendlich kleines x die Reihe in ihr 
erstes Glied übergeht. Nämlich wenn ax* + ^^^ + cx^^ + • • • «ine 
Reihe mit wachsenden Exponenten vorstellt, so ist für ein hinlänglich 
kleines x nach dem Vorigen die Summe der ganzen Reihe von ax« 
um weniger als 2b x^ verschieden; wird nun x unendlich klein, so 
wird der Unterschied verschwinden, also die Reihe gleich ihrem 
ersten Gliede. 

So entsteht der bekannte Satz, dass eine unendlich kleine Grösse 
gegen eine endliche Grösse, eben so wie eine unendlich kleine Grösse 
einer höheren Ordnung gegen eine unendlich kleine Grösse einer nie- 
drigem Ordnung verschwindet, also bei r!or Addition oder Subtrac- 
tion wegzulassen ist. 
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$. 10. 
Convergenz der Reihen, 

Sehr oft wird eine Function in eine unendliche Reihe ent- 
wickelt, d. i. in eine Summe von unendlich vielen Gliedern. 

Wenn in einer unendlichen Reihe die allgemeinen Zahlzeichen 
bestimmte Werthe annehmen (wobei die Form der Reihe kann ver- 
loren gehen), so ist die Reihe entweder convergent oder diver- 
gent. Sie convergirt, wenn die Reihe einem bestimmten endlichen 
Ausdrucke ohne Ende sich nähert, und diese Grenze ist die Summe 
der Reihe. Bei einer convergirenden Reihe nähert sich die Summe 
der n ersten Glieder einer bestimmten Grenze um so mehr, je grösser 
n ist, so dass die Ergänzung, wenn man beim nten Gliede abbricht, 
bei wachsendem n ins Unendliche der Null sich nähert. (Z. B. Jeder 
periodische Decimalbruch ist eine convergente Reihe). Die unend- 
lichen Reihen müssen, ehe man sie gleich den übrigen endlichen 
Ausdrücken behandelt, convergent Csummirbar) sein. 

Eine Reihe mit wachsenden Gliedern ist immer divergent; aber 
das blosse Abnehmen der Glieder ist zur Convergenz noch nicht hin- 
reichend. 

Die Samme der Glieder einer Reihe kann nicht einer bestimmten Grenze 
sich nähern, wenn die Grösse der Glieder nicht der Nall sich nähert. Dies 
ist sogleich evident, wenn alle Glieder dasselbe Vorzeichen haben, weil dann 
ihre Summe mit ihrer Anzahl ins Unendliche wachsen würde. Aber anch, 
wenn hier die Glieder verschiedene Vorzeichen hätten, könnten die snccessi-- 
ven Summen sich von einer bestimmten Grösse nicht um eine unendlich klein 
werdende Differenz unterscheiden, weil zwei aufeinander folgende Summen 
immer untereinander eine endliche Differenz, gleich dem letzten Gliede, haben 
würden. — Es ist zur Convergenz der Reihe nothwendig, aber noch nicht 
hinreichend, dass ihre Glieder der Null sich nähern. Z. B. die unendliche 

Reihe I + -0- + "o^H T-+-">st divergent, indem ihre Summe gleich 

— I (1 — 1) = QO ist. Man nruss sich immer versichern , dass der Rest der 
Reihe kleiner wird, als jede noch so klein gedachte Zahl. — Eine Reihe, 
wenn sie bei gleichen Vorzeichen der Glieder convergirt, ist offenbar noch 
mehr convergent bei verschiedenen Vorzeichen der Glieder. 

An ganz allgemeinen Kennzeichen der Convergenz gebricht es, 
und man muss die besonderen Fälle untersuchen. In einigen Fällen 
ist die Convergenz einer Reihe leicht zu beurtheilen. Z. B. 

1) Eine Reihe ist convergent, wenn ihre GKeder, von irgend 
einem derselben angerechnet, ohne Rücksicht auf ihre Zeichen sämmt- 
lich kleiner sind, als die entsprechenden blos mit gleichen Zeichen 
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versehenen Glieder irgend einer convergirenden Reihe, z. B. der 
geometrischen Reihe a + ax + ax* + ax* + . • . ? wo x < 1 Ist. — 
Eine Reihe ist daher immer convergent, wenn der grösste Werth, 
welchen der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder annimmt, 
von irgend einem Gliede an kleiner als 1 ist; weil ihre Glieder nun 
eben so schnell oder noch schneller abnehmen^ als die Glieder einer 
geometrischen Reihe a + ax + ax* + ax' -f- • • • ? wenn hier 
X < 1 ist. 

Aach sieht man leicht, dass eine Reihe, welche nach aufsteigenden Poten- 
zen von z geofrdnet ist (wo die Coefficienten endliche Grössen sind), immer 
für hinreichend kleine W^erthe von x convergirt. Nämlich in der Reihe 
a + ai X 4~ Ba x' + &t ^' + • • • sind die Quotienten der auf einander fol- 
genden Glieder — ^ x^ -^ x, — ^ x, u. a. w. Nimmt man nun x klei- 
a 81 83 

Ber als den grdssten Werth Ton — , so sind alle jene Quotienten Meiner 

als die Einheit, daher die Reihe conrergent. 

2) Wenn die Zeichen der Glieder einer unendlichen Reihe, we- 
nigstens von einer gewissen Stelle an, regelmassig wechseln, so ist 
die unendliche Abnahme der Glieder ein sicheres Kennzeichen der 
Convergenz der Reihe. Denn wenn wir die Reihe 

Uo — Ui -f- ^» "" ^ + ^4 "- • • • 
betrachten, so ist für sie die Ergänzung 

Ea = tla — C«n + 1 — Un+l) — (U„+s — «« + 4) — .-., 

wo alle Differenzen in den Klammem positiv sind. Es ist also 
En "^ Vn; und da Un beliebig klein werden kann, so gilt dasselbe 
um so mehr von En. 

Z. B. Die unendliche Reihe 1 0" + "^ ~ -j- + ... ist conrer- 
gent, indem ihre Summe == I (1 +1} ^ 12 = 0,6931 ... 

3) Convergiren zwei nach x fortlaufende Reiben fär irgend emen 
Werth von x, so convergiren auch die Reihen, welche aus ihrer 
Addition oder Subtraction hervorgehen, für denselben Werth von x. 

Später wollen wir noch eine aus der Betrachtung der bestimmten 
Integrale abgeleitete Regel über die Convergenz der Reihen er- 
wähnen. 

Die Entwidielung einer Grösse m eine convergente Reihe ist auch 
für die näherungaweise Bestimmung derselben sehr nützUcL 
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Coefficienten der Polynome. 

In einer nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitenden 
Reihe 

a + bx + ex« + dx» + . . • 
bedeuten die Coefficienten a, b, c, d, ... endliche von x anabhän- 
gige Ausdrücke, und können auch zum Theil Null sein. 

Von solchen unendlichen Reihen (worunter auch die endlichen 
begriffen sind) gilt der folgende Satz: Wenn eine nach ganzen po- 
sitiven Potenzen von x fortschreitende Reihe für jeden Werth von x 
(der zwischen Null und einer beliebigen Zahl liegt) gleich Null ist, 
so sind auch die Coefficienten einzeln der NuU gleich« 

Beweif. £s sei allgemein a + bx + ox' + dx' + • • • = 0. Nimmt x 
ohne Ende ab (oder wenigstens, bis a grösser wird als die Summe aller fol- 
genden Glieder), so folgt a = 0, und man hat x (b + ex + dx' + • ..) ==0* 
Da dies allgemein gilt, also auch wenn x von Null verschieden ist^ so muss 
b + ex + <1^' + . . . = sein. Lasst man hier wieder x gehörig abnehmen 
(wenigstens bis b grösser wird als die Summe aller folgenden Glieder), so 
folgt b = 0. Durch Wiederholung des Verfahrens erhilt man c = 0, d = 0, 
u. s. w^ 

Daraus folgt sogleich: Sind zwei nach ganzen positiven Poten- 
zen von X fortschreitende Reihen für jedes x einander gleich, so sind 
auch die Coefficienten, welche zu gleichen Potenzen von x gehören, 
einander gleich. 

Wenn nämlich a + bx + ex* + . . . = A + Bx + Cx* + . . . für jedes x, 
so ist auch (a — A) + (b — B) x + (c — C) x* + . . . = für jedes x, also 
nach dem Vorigen a = A, b=B, c = C, u. s. w. 

, Auf diesen Satz gri&idet sich die sogenannte Methode der 
unbestimmten Coefficienten, welche sehr vieler Anwendungen 
fähig ist. Diese Methode gebraucht man bei Umformung in eine un- 
endliche Reihe, wobei die Form der Reihe schon gegeben ist, und 
noch die Coefficienten zu bestimmen sind mittelst des angeführten 
Satzes. 

Ist far jeden Werth der beiden Variablen x und y 

a + bx + cy + dx* + gxy + hy« + ky« + lx«y + mxy« + ny» + .,. 
gleich Null (wo a, b, c, . . . von x und y unabhängig sind), so ist jeder 
von den Coefficienten gleich Null. Zum Beweise ordne man nach den Poten- 
zen der einen Variablen. — Sind zwei solche Reihen einander gleich, so sind 
die Coefficienten derselben Potenzen oder Prodncte von x und y einander 
ffleich. Und so weiter bei mehreren Variablen x, y, z, . . . 
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Man wird hier fiberhaupt erinnert an das oft vortheilhafte Ver- 
fahren, eme Gleichung in mehrere zu zerlegen, oder mehrere Glei- 
chungen in eine zu vereinigen. 

Hat man nämlich eine Gleichung 

R + U + M^ + Nv + . . . = 
und es sind l, fi, v völlig willkürliche Grössen, so zerfallt die Glei- 
chung in 

R = 0, L = 0, M = 0, N = 0, ... 
Umgekehrt: Smd mehrere Gleichungen gegeben, und mau multipli- 
cirt sie alle ^ oder alle bis auf eine mit unbestimmten Hultiplicatoren, 
so kann man durch Addition eine einzige Gleichung an die Stelle der 
einzelnen setzen. Bei der Anwendung denkt man sich nachher die 
Multiplicatoren so bestimmt, dass ein gewisser Zweck erreicht wird. 
Diese Methode der unbestimmten Multiplicatoren ist oft ein 
elegantes Verfahren» 

Z. B«. Dies Verfahren liefert bekanntlich eine filiminationsmethode für n 
Gleichungen des ersten Grades mit n Unbekannten. Nämlich man multiplicirt 
n — 1 Gleichungen mit unbestimmten Factoren, und vereinigt dann sämmt- 
liehe n Gleichungen durch Addition oder Subtraction in eine einzige Gleichung» 
in welcher man nun jene n — 1 Factoren so bestimmt, dass die Coefficienten 
von n— 1 Unbekannten verschwinden, wodurch alle Unbekannte weniger eine 
zugleich eliminirt werden. — Auch wird ein hierzu gehöriges Beispiel später 
bei Bestimmung der Maxima oder Minima unentwickelter Functionen vor- 
kommen. 



S. 12. 
Haupttheile der AnaJysis. 

1) Da die ganzen rationalen Functionen von der einfachsten Form 
sind, so sucht man auch die andern Functionen auf die ganze ra- 
tionale Form zu bringen, wobei aber eine unendliche Reihe 
von der Gestalt a + bx + cx* + --- zum Vorscheine kommt, was 
man das Entwickeln der Functionen nennt. 

2) Um die veränderlichen Grössen vollständig aufzufassen, hat 
man sich dieselben als stetig veränderlich vorzustellen. 

3) Es kann sogar die Form der Function als veränderlich be- 
trachtet werden. 

Daher sind die Hauptgegenstände, womit die Analysis sich zu 
beschäftigen hat: 
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1) die Entwickelung der Fanctionen in Reihen^ 

Z) die Gesetze der stetigen Functionen^ welche in der 

Differential- und Integralrechnung, und 
3) die Formänderungen der Fanctionen, welche in der 

Variationsrechnung betrachtet werden. 



Entwickelüng der Functionen in Reihen. 



5. 13. 
Diu JEntmckeln der Ftmctionen im Allgemeinen. 

Um die Vorlheile, welche die einfache Form der ganzen ra- 
tionalen Functionen darbietet, auch auf die übrigen Functionen aus- 
dehnen zu können, verwandelt man diese in unendliche Reihen, deren 
Glieder die besagte einfache Form besitzen* 

Lässt sich eine Function in eine convergirende Reihe entwickeln, 
welche nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitet, so kann 
man sie näh erungs weise als ganze rationale Function von einem 
bestimmten Grade betrachten, indem man kleine Glieder ausser Acht 
lässt. Dadurch erhält man für die Function Näherungswerthe, welche 
dem wahren Werthe desto näher kommen, je mehr erste Glieder der 
Reihe genommen werden. 

Zur Entwickelung einer Function in eine Reihe bedient man sich 
häufig der Methode der unbestimmten Coefficienten. Diese 
fruchtbare Methode besteht darin, dass man die gesuchte Reibe mit 
vorläufig unbestimmt gelassenen Coefficienten hinstellt, und die Eigen- 
schaft der Function benutzt, um eine Gleichung zwischen zwei Reihen 
zu gewinnen^ in deren Coefficienten die Coefficienten der gesuchten 
Reihe mit enthalten sind. Die Gleichheit der Reihen föhrt dann nach 
dem $.11 auf eine Reihe von Gleichungen zwischen ihren Coeffi- 
cienten, welche zur Bestimmung der unbestimmt gelassenen Coeffi- 
cienten der Hauptreihe dienen. — Wenn etwa die gefundene Reihe 
unter keinen Umständen convergirt, oder man bei der Bestimmung 
der Coefficienten auf Widersprüche oder unbrauchbare Formen wie 

-^ kommen sollte, so giebt sich dadurch kund, dass die angenom-» 

mene Form der Reihe unzulässig ist, also die Function nicht nach 
ganzen positiven Potenzen von x sich entwickeln lässt. 
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Zunächst sind nun die Fundamental -Functionen in unendliche 
Reihen zu entwickeln. Um dies möglich zu machen, muss in 

— , X und log X, statt x das eben so allgemeine Zeichen 1 -|-x ge- 

n X a 

setzt werden. Es ist dann (1 -f x) , a , log (1 + x) zu entwickeln, 
wodurch die Binomialreihe, die logaritbmische Reihe und die Exponen- 
tial- Reihe erhalten werden. 

S. 14. 
Binomialreihe. 

Hier ist (1 -}- x)" in eine nach den positiven ganzen Potenzen 
von X fortschreitende Reihe zu entwickeln. 

Da man ffir x = sogleich (l+x)" = 1 erhält^ so setze man 
(1 +x)» = 1 + ax + bx« + ex« + . .. 
und versnebe nun Gleichungen zu bilden, aus denen sich die Coefficienten be** 
stimmen lassen. Zudem Ende setzen wir x + y Btatt x^ wo y ganz willk&rlieh ; 
dann wird 

(l + x + y)«==l + a(x + y) + b(x + y)« + c(x + y)'+... 

= (l + x)« + (a + 2bx + 3cx«+4dx»+...)y+... 
Es ist aber 

(1+x+y)« = (1 + x)n A + ^y^ y 

und 

= (l+x> + a (l + x>-l y+b (l + x)n-ty«+... 
Also, wenn man die beiden ffir (l + ^+y)'' gefundenen Ausdriicke vergleicbl^ 
ergiebt sich 

a+2bx+3cx»+4dx» + ... = a (l + x)*~t 
oder 

(1+x) (a + 2bx + 3cx« + 4dx« + ...) = a(l+x> 
das ist 

a + (a + 2b)x+(2b + 3c)x« + (3c + 4d)x* + ... 
= a + M« + ab** + w** + • • • 
Demnach ist für jedes x . 

» « j » q ' " 3 » " 4 » • • • 

Noch ist a za butimmen, was für jede Art der Potenzen besonders geschelm 
muss. Es sei a = f (n) , also 

(! + «)• = l + f(n)x + ... 
(i + x)«+» =(I+x) [l + f(n).x+...] = l + [f(n) + l]x+... 

= l + f(n+l)x+... 
Und folclich 
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Nun ist für n = l offenbar f(l) = l, also f(2) :=f(l) + 1=2, f(3) = f(2) 
4-1=3, u. s. w. Wenn daher der Exponent n eine positive ganze Zahl ist, 
so ist f(n) = n. 

Wenn der Exponent eine negative ganee Zahl =— n, so setze man 

(l + x)-n=l+f(-n)x+... 

_ 1, _ 1 

— (1 + X)« "" 1 + nx + . . . 
also, wenn man mit dem Nenner multiplicirt 

l = l + [f(n) + n]x + ... 
für jedes x. Demnach f(— n) + n=o, f(— n)=--n. 

Ist endlich der Exponent ein Bruch =r — , wo bekanntlich n immer als 

positiv angenommen werden kann, so sei 

(l+x)-^=l + f.(-^j.x+... 
also 

und folglich, weil m, n ganze Zahlen »ind, nach dem Vorhergehenden: 
l + mxi-..,_=l + n [»(-t)- ' + •••J + ••• 

= l + n.f(-fyx + .., 
WQ alle folgenden Glieder höhere Potenzen von x enthalten. Also 

Es ist also für j[eden positiven oder negativen, ganzen qder .gebrochenen 
Exponenten n, immer 

f (n) = a = n. 

Wir bemerken noch, dass Sätze, welche allgemein fiir alle rationalen 
Zahlen gelten, auch für irrationale gelten, weil man sich den irrationalen 
Zahlen durch rationale ohne Ende nähern kann. So gilt die Binomialreihe 
anch für einen irrationalen Exponenten. 

Wir haben nun als Resultat die Binomialreihe: 

welche wohl die wichtigste der ganzen Mathematik ist. Diese Reihe 
gilt für jeden beliebigen Exponenten n, und lauft im Allgemeinen 
ohne Ende fort] sie bricht nur ab, wenn n eine ganze positive Zahl 
ist, in welchem Falle die Reihe aus n-fl Gliedern besteht. 

Später werden wir sehen, dass die Binomialreihe innerhalb der 
Grenzen x = — 1 und x =x^ 1 conTergirt* 

2 
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Beispiele von Näherungsfurnuln. 

Wir wollen die Näherungsformeln zur Ausziehung der Wurzeln 
betrachten. 

Man erhält näherungsweise 

;/Ä=v/iM^=a(l+-i-.A) = a+^ 

WO aber — ;j- so klein sein muss, dass (-7-) ? (~t) schon ausser 

Acht gelassen werden können. Um darnach aus einer Zahl A die 
nte Wurzel zu ziehen, sucht man vorher einen solchen Nähemngs- 

werth a, dass a*" gegen b sehr klein ist, also -7- ein kleiner Bruch 

a 

wird. Die Formel ist um so genauer, je kleiner — ^, 

Dasselbe lässt sich auch unter einer andern Form darstellen, wie 
folgt: Kennt man bereits einen genäherten Werth w der Wurzel 

v^A , und setzt den genauen Werth dieser Wurzel «= w + x , wo x 
einen kleinen Bruch vorstellt, so ist v'A = w+x, also 

A=:(w + x)» =w° + nw'>-^x+ "("^*) w^~»x^+... 

Wenn nun x so klein ist, dass man bei dem beabsichtigten Grade 
der Genauigkeit das dritte nebst den folgenden Gliedern vernachläs- 
sigen kann, so wird 

A = w" + nw»-* X, also x = — ~y. . 

Behält man aber noch das dritte Glied bei, so folgt 

A — w" 



X = 



, , , n(n-~l) ^. 
iiw«-i H ^-^ — — w"-* X 



oder, wenn man in den Nenner dieses Ausdrucks für x den yorigeii 
Näherungswerth substituirt 

2w(A-w-) 



X = 



(m4-l)w» + (m— 1)A 



If 



$. 16. 

Logarühmiscke Re^e. 

Hier ist log (1 + x) in eine nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihe zu entwiclieln. 

Za diesem Zwecke seUe matty mit Berücktichtigong, daw ]ogl=:o iil, 

log(l+x) = Ax + Bx« + Cx*+... 
und lasse x in x + y flbergehen, wo y gans willkürlich sein soll; dann wird 

log(i + x + y)=:A(x+y) + B(x+y)« + ... 
also 

log(l+x4-y)-log(l+x) 
= AKx + y)-x] + B[(j+y)'-x'] + CKx+y)»-x»H-... 
du ift 

'»«(*+ r+l) = CA+28«+3Cx'+...)y+- 



A 

•~j=A+2Bx+3Cx'+... 

A=A+(A+2B)x+(2B+3C)x« + ... 

B SK^ "flT" A , C 2sr ■•«■ A ) D s= — "TT Aj • • • 



Demnach 

oder 
woraus fo^gt 

Daher 

log 

Es ist also nnr noch A au bestimmen. Setst man, wenn b die Basis boseich« 
net, z=b — 1, so hat man 



o+x)=A(x-4^"+"r**-Tr»* + -) 

' noch A au bestimmen. SetsI man, wenn b ^it Bi 
, so hat man 

1 = A [(b-1)^ 4" Cb-1)*+ 4- Ch-iy--^ (b-l)*+ .-.] 



also 

A = 



(b-l)--i- (^-^)"+ich-i)•-T(^-^)*+••• 
Gew^hnlich wird A der Modul us des Systeme^ genannt, und durch M b^ 
xeichnet* 

Wir haben nun als Resultat die logarithmische Reihe: 
log(l+x)=M(x-^-i-^»+-^x3--l.x*+...) 



'''^'^ 1 .. ... , i l ... 1 






so 

Nimmt man, als einfachsten und natürlichsten Fall, M = l, so 
heissen die Logarithmen na tnr Hebe, und magen durch ein blosses/ 
bezeichnet werden, so dass also 

welche Reihe, wie später bewiesen wird, innerhalb der Grenzeft 
x=^ — 1 und x=. + i (letztere inbegrUTen) convergfrt 
, Es ergiebt sich 



also 



Es ist 



logz = Mä = -TT- /z 



1 ^ 

M = -j^= löge 



S. 17. 
Eine Näherungsformel 



log(x + y)-logx = log(l+Xy=M(X_lJ^ 

und 

log(x + z)-Iogx=log(l+^) = M(A_|iL + ...) 

Je grösser nun x ist, und je kleiner y und z sind, desto kleiner smd 

die Brüche — , — , und um so kleiner sind ihre zweiten, dritten und 
x' x' ' 

höheren Potenzen; desto genauer ist 

logCx + y) — logx ^ y _ C3g+y)— 3t 
logCx + z) — logx 'z Cx + z) — X 
d. h. Die Differenzen der Logarithmen grosser aber wenig von ein- 
ander verschiedener Zahlen verhalten sich wie die Differenzen dieser 
Zahlen desfo genauer, je grösser die Zahlen und je weniger sie von 
einander verschieden sind. Auf diesem Satze beruht das Interpoliren 
tier logarithmischen Tafeln. 

S. 18. 
Exponentialreihe. 

Wir wollen a* entwickeln» 

Zu diesem i$ wecke setzen w|r, mit Berücksichtigung^ dass »0 = 1 ist, 
' a« = 1 + Ax + Bx«+Cx» + ... 
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Wird null x+y «ti^tt x ^ese^t^ so erbält man 

ax+y = l + A(x + y) + B(x + y)« + C(x + y)» + ... 

= ax + (A+2Bx + 3Cx« + 4Dx»+...)y+.-- 
= ax, ay=a'^(l + Ay+By» + Cy» + Dy*+ ...) 
= ax + Aaxy + BaV + Caxy» + . . . 
für jedes y* Aba 

A+2Bx+3Cx> + 4D^» + ,., 
= Aax=A + AAx + ABx» + ACx»+.., 
für jedes x. Fölglidi ■ . i . ^ - 

A' A* ■ A* 

A = A; B =^1j; ^ = 1:2:3; D = 1.2.3.4' "* *• ^• 
Um Tioch A zn besUmmen, setze ^=^i + ä, dann ist 

' , X , x(x — 1) , , x(x— 1)(x — 2) . , 

Also 

A = « — ■2" ** + '3' **'^Tf a* + , . . 

d. u nach dem Obigen. 

A = fa ■ . 

Man hat demnach als Resultat die Exponentialreihe: 

.■=i + 4> + ^x«+,SX-+ 

Bezeichnet nifin, wie allgemein zu, geschehen pflegt» die 6asis der 
ijiatjrlichen togariihippn toph .^ j 3P wird ', 

Es ergi^bt sich. 

* "i a'*"=i='* e***' 

Die Exponentialreihe hat den tnschStzbaren Vorzug, dass sie fär 
jeden endlichen Werth von x convergirt. 

In der letzten Reihe x = 1 gesetzt, giebt: 

et: V + -*- + 4" + TT + 2^4 + • •• == 2,7182818284 ... 

S. 19. = 

jibleüung der binomischen y loffarähmisehen tmd Exponential-Redü 
au^ einfr ^emdmchafüichen Reihe. 

Es sei die unendliche Reihe gegeben i 



ff 

welche wir durch f(a) bezeichnen. Verwandeil man a in b, so hal 
man ebenso: 

1 + bx + b(b+li)-|^+bCb + k) Cb + 2k) -^ + ...=f(b) 

Wenn man diese beiden Reihen multiplicirt, so eriiilt man^ nach 
einigen einfachen Reductionen: 

1 + Ca + b)x + (a+b) (a + b + k) ^ 

+ (a + b) (a+b + k) (a4-.b + 2k) ^j^ + ..., 

welcher Ausdrude durch f(a + b) zu bezeichnen ist. Darais folgt 
also, dass unsere eingeführte Function f die Eigenschaft hat, dasa 
immer 

(1) f(a).f(b) = f(a + b) 
und zugleich f (o) = 1 sein nniss. 

I. Setzt man in der Gleichung (1) statt b die Grösse b-f c, so 
hat man 

f(a).fCb + c) = fCa + b + <0, 
oder, da bereits f(b + c) = fCb). f(c) war: 

f(a).fCb).f(cD = fCa + b + c); 
und ebenso findet man auch 

«a). f(b). fCc). fCÖ = fCa+b+c + d) u. s. w. 
mmmt man aber in diesen Ausdrücken a==b = c ...,' und U\z% ^6 
Anzahl dieser Buchstaben gleich n, so geht die letzte Gleichung faf 
folgende über: 

(2) [f(a)p = f(na) 

Setzt man aber in der Gleichung (1) oder in f (b) . f (c) = f (l -)- c) 
die Grösse c =; a -* b, so erhalt man 

Endlich giebt die Gleichung (2), oder [f(b)]* s: fCnb), weim man 
in ihr nb = a setzt: 

[f(^)]' = f(a), oder 

IL Drücken wir nun die Gleichung (2) umständlich durch die ihr 
entsprechenden Reihen aus, so hat man 

(l + ax+aCa + k)-^+a(a+k)(a+2k).j^ + ..j' 



Setzt man in dijesem Ausdrucke a a=s 1 und k = --- 1 , so erhält man 
sofort 

HJ.lf^•^^ j.«r-j- "C"— ^) ^1 ■ n(n — l)(n— 2) , 
[i+xy ts=i+nx-< j-j~ x^+ jTj-^ .*!•+. •••f 

was die Binomialreihe isL 

IIL Setzt man aber in demselben Ausdrucke k=:0, a:=:xssl 
und n = hx , so erhält man 

Von dieser Gleichung ist aber das erste Glied gleich e>^, wenn e die 
Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet; also ist auch 

hx h^x'^ h^* 

Setzt man hier a = e^ oder hs /a, so hat man 

a«= l+^/a+-f^(/a)* + -^(A)'+... 

was die Exponentialreihe ist. 

IV. Setzt man endlich in dem letzten Ausdrucke x's n und 
a = 1 -f ^9 so hat man 

(14.x)-= 1 +^/(l+x)+Jll[/(l + x)r + ... 
Da aber bereits oben erhalten wurde 

(t+x).= l+-^+-iij^x» + ..., 
so hat man, wenn man beide Ausdrficke einander gleicli setzt: 

/Cl +x) + -i|- [/(l + x)P+ -^ [/(l + X)]» + . . . 

= x+(n-0^ + (n-l)(n-2)-j^ + ...; 
also auch, wenn man in diesem Ausdrucke n = o setzt: 

/(l+x) = -f --f- + ^_..., 
welches die logarithmische Reihe isL 
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S. 20. 
Zmamnienhang zmschen den betretchieten Reihen. 

Es ergiebt s»ch femer, dass mittelst des Unendlichen ein Ueber- 
gang aus der Binomialreihe in die logarithmische sowohl als iii dto 
Exponentialreihe stattfindet. Nämlich wemi /i eine unendlich abneh- 
mende , und V eine unendlich wachsende Zahl bedeutet , so wird 
(wenn man die unendlichen Factorea gegeneinander aufhebt) 

(1 +iUx)M"= e-, oder(l +-^)'' = e- 
und 

(14,x)^'~l ^ /(i^x),odery(y^-lW7y 

Diese beiden merkwürdigen Ausdriucke gewähren eine Vergleichung 
dieser transcendenten Functionen mit den algebraischen, wornach sich 
e"" als eine Potenz von unendlich grossem, Ix als eine Potenz von 
unendlich kleinem Exponenten betrachten lässt« 

Die Exponential- Function fuhrt mittelst des Imaginären zu den 
Kreisfunclionen. • 

8-21/ 
Kreisfunctionen. 

Setzt man in der 'Exponentiahreibe den Exponenten imaginär, so 
treten die Kreisfunctionen auf. Es ist 

* e" = cosx + isinx; e^" = cosx— isinx ' 

wo ' 

^ _ e^^+ e-" _^ X» , x^ X* , 

cosx- 2 ---1-;- g-i- 2.3.4 ~ 2.3.4^.6 +•" 

. e« — e-" _ X» , X* x^ , 

smx= gj ^^"2^ + "2X1:5 2.3.4.5.6.7 +•• 

welche Reihen für jeden endlichen Werlh von x convergiren. 

Hier, wie immer, bezeiclinet i das y^^-l, und zwar irgend einen, aber 
jedesmal denselben seiner beiden Werthe. 

Daraus ergeben sich folgende Formefai: 
sino = o; coso ^1 
sin(— x) =— sinx; cos(— x) =3 cosx 
sinx*-fcosx*==l 



Wegen der letzten Gleichung können ^inx^ cosz^ wenn x reell ist^ nnr von 
— 1 bis + 1 wachsen. 

Ferner ist: • 

* sinCx + y) = sinxcosy + cosxsiny 

* cosCx + y) = cosx cosy — sin x sin y 

für jedes beliebige x und y; uns welchen beiden Grundform ein 

alle fernem Gleichungen zwischen Kreisfunctionen sich ableiten lassen. 

Bezeichnet man den kleinsten positiven Werth von x, für welchen 

^ 11 

sinxs=cosx, durch -j-, so hat man cos -x"^ = sin -^ 7t; fer- 
ner 1 = f sin -^j + f sin -j- j = 2 fsin —A . Also vermöge der 

Gleichungen cos 2x » cos x^ — sin x^ und sm 2x = 2 sin j( cos x erhält man 

1 . i , 

cos-2-^ = o; sm-^7r=l 

cos7V:=— 1; sin7r=a 
Setzt man in den beiden Gnmdformeln as^^b^fr, ferner a=3:b 
ss2n, ferner ü^4ft und b=c27r, u. s. w^, so erhält man cos%i^ 
=a 1 und sin2mi; = o; und weil cosx = cos C—x) 4ind sin x =» 
— sin(— x), so ist cos + 2n7r = l und sin + 2n7ir==;o. 

Setzt man in den beiden Grundformeln as=:x und b = 2n7r9 so 
erhält man 

cos (x + 2n7r) = cos X 
sin (x-f-2nnr) =? ßinx 
wo n jede ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Al|SO uAend- 
lieh viele Bogen können denselben Sinus ^ Cosinus haben. 

Daher sind die Kreisfunctionen periodische Functionen; die 
Periode ist = 27r. 

Es ergiebt sich auch ' . ' 

cos(xi) = -^ (e* +e ■"*) 
sin (xi) = — 2i— (e* — e~*) 
Wir bemerken noch, dass tangx bedeutet ^^^ , und cotx bedeutet ^^ , 

$.22. 

Näherungsformeln. 

I. Ini Falle x eine sehr kleine Zahl ist^ bat man die Nähe- 
rungsformeln sinxä=x uiid cosxssl/ welche in den verschie- 



denen Anwendungen häufig vorkommen. Ist z. B. x = "TSofiOßrT' 

so würde sinx mit x bis auf 12 Decimalstellen , und cos x mit 1 bis 

auf 9 Decimalstellen übereinstimmen. Selbst wenn x == Aonän > ^^ 

stimmt sinx mit X bis auf 9 Decimalstellen, und cosx mit 1 h\B aaf 
7 Decimalstellen» 

II. Es ist siA(x4-7)B'^nxcos7-f-cosxsiny 
und sin (X -f z) SS sin X cos z. 4- cos X sin 2 
Sind nun y und z so kleine Grössen, dass man bei der Entwickelung 
ihrer Sinus und Cosinus die höheren Potenzen von y und z vernach- 
lässigen kann, so erhält man die Näkerungsformel: 
wn(x4-Y) — wnx _. y _ Cx + j)^x 
sinCx-f-z) — sinx z (x + z)— x 
d. h. die Differenzen der Sinus wenig von einander verschiedener 
Bogen verhalten sich wie die DiSbrenzen dieser Bogen, und ^war 
mit desto mehr Genauigkeit, je weniger die Bogen von einander ver- 
schieden, d« h. je kleiner y und z sind. Ein analoger Satz gilt auch 
von den Cosinus, u. s. w. Hierauf beruht das InterpoUren der tri- 
gonometrischen Tafebi. 

S. 23. 

Inverse Krmfimctionen (oder Bogen). 

Wenn man. die Gleichungen 

e** = cosx-{-isinx 
e~**= cosx — i sinx 
durch einander dividurt, ergiebt sich 

,^ cosx + isinx _ 1 +itangx 

cosx— isiftx "" 1— itangx 
Nimmt man nun die Logarithmen, so findet sich 

x = -r-ZCcosx-f-isinx) 

^^ ^ ^ 1+itangx 
2i 1 — itangx 
oder anders geschrieben: 



arcsiny«=-r- /Cv^l — y*+iy) 
arc cos y = -j- /Cy + * V'l— yO 



tr 






Mittelst dieser Formeln kann man nun öfters imaginär scheinende 
logaritbinische Ausdrücke in reelle Bogen, oder auch (im Falle y 
selbst imaginär sein sollte) Ausdrücke mit imaginären Bogen oft in 
reelle Logarithmen verwandebi, was für die Berechnung und Anwen- 
dung der Ausdrücke nothwendig ist. 

Mit Hülfe der letzten Gleichangen kann man auch umgekehrt einen Loga- 
rithmen durch einen Bogen ausdrQcken« Ninlioh setzt man v^l— y' + iy^^rz^ 



80 findet man 



fo = i. aresin - 



2zi 

1+iy 
oder setzt man |^. ■ = z, so erhält man 



lz=2i.arctang 

Weim mm in der Gleicfaimg 



(^■> 



X » 1 ^1+jtangx 
2i 4 — itangx 

den Logarithmen in Reihen verwandelt, so erhält man eine Reihe, 
welche den Bogen durch die Tangente ausdrückt. Nämlich es ist 

Setzt maa biet z^^itangx, so erhalt man vermittelst der. vorletzten 
Gleichung 

x«tangx — -^tangx*-f -g-tangx*— -y tangx'+ ... 

oder 

Y$ yS yl 

arclangy=y ^ +.^-. -|^ +... 

Diese Reihe convergirt nur für.Werthe von tangx, welche ;Bwischen 
^ 1 und -f 1 liegien (beide Grenzen inbegriffen). 

Selzt man in dieser Reihe x « ^) ^^ tangxeel, so erhill 
van: 

•7"=^* — ^ + ^ — "T + T — - 
und 

TT = 3,1415936535... 
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S. 24. 
Verglächtmg der betrachteten Functionen. 

Es wird später nachgewiesen, dass die Function z* durch die 
Gleichung 

die Function logz durch die Gleichung 

/(xD+Ay)=Axy), 

und die Function a* durch die Gleichung 

/•(x)./'Cy)=r(x + y) 

charakterisirt.wird. _ 

Wir haben bereits gesehen, dass die Functionen sin x, cosx durch 
Exponentialfunctionen, und arcsinx, arccosx durch Logarithmen sich 
ausdrucken lassen« Femer ist x* = e^\ Also lassen sich die ge- 
nannten Functionen auf Exponentialgrössen und Logarithmen redu- 
ciren, während diese letzteren Functionen e*, Ix irredoctibel sind« 

S. 25. 
Periodische Functionen. 

Iii den Ereisfunctionen wurzeln die periodischen Functionen 
überhaiq^t, welche sehr widitig sind. Periodisch heisst eine Function, 
welche periodisch 0^ derselben Ordnung wiederkehrend) dieselben 
Werthe annimmt, also ihren Weirth nicht ändert, wenn liiai^ fftr^lfi^ 
unabhängig veränderliche Grösse Werthe substituirt, die um glekihe 
Grössen von einander verschieden sind. Die Grösse dieses Unter- 
schiedes oder dieser Intervalle misst den Umfang der Periode. 
Also die Differenz einer periodischen Function von x, deren Perlode 
gleich k, ist Null für ^x = k. 

Wenn n eine ganze Zahl bedeutet, so sind sin nx, cosnx, tangnx 

periodische Functionen, deren Periode — — ist.;. Die fupction 
Hiin (b-f ex) ist periodisch für das Intervall ^ 
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Mittelst der Ereisfunctionen kann man eine periodische FuncHon 

von einer beliebigen Periode bilden. Die Functionen asin -j—x, 
acos -r— X, a sin ^b +— u— ^) ^^ ^^ Summe ähnlicher Grössen, 



J'f sin y cos —r— ) sind periodische Functionen vpn der Periode k, 

d. h. die Function nimmt immer dieselben Werlhe wieder an, wenn 
man x-f k, x+2k, x-f"3k, ... für x substituirt. — Jede periodi- 
«fibe Function kann durch eine Reihe dargestellt werden, deren 

(n -f- l)tes Glied die Form A» sin — — — f- B« cos — j^ hat, wo k 

die Grösse der Periode ist. 

. Die Natur bietet eine Menge von Erscheinungen dar, welche 
dem Gesetze der Periodicilät unterliegen. 

Die Kreisfunctionen sinx, u. s. w. sind für reelle Werthe der 
Veränderlichen x periodisch, aber sie hören auf periodisch zu sein, 
w^nn man die Veränderliche eine Reihe imaginärer Werthe xV—i 
durchlaufen lässt, weil sie sich alsdann in E^^ponentialfunctionen ver-r 
wandeln. Für die ExponentiaUimctione'' findet das Umgekehrte Statt. 
Nämlich es erscheint e"" als eine periodische Function, aber siQ hat 
eine imaginäre Periode^ indem g^ + ^^^'^ = e'e^"'^* = e* ist. 

S. 26. 

Vlelrverthigkeit der Formen.^ 
• 

Aus der periodischen Beschaffenheit der Kreisfunctionen y = sinx, 
y s=s cos X folgt, dass die inversen Kreisfunctionen (oder Bogen) 
x=^arcsiny, x=ä:arccosy für dasselbe y unendlich viele Werthe 
haben* 

Sind für einen Bogen sowohl Sinus als Cosinus gegeben, so ge- 
hören dazu unendlich viele in q>'\-2ii\7t enthaltene Bogen, wo q> der 
kleinste positive zugehörige Bogen sei, während n jede ganze (posi- 
tive oder negative) Zahl bedeutet.— Daher entspringt die Viel- 
werthigkeit analytischer Formen überhaupt. 

Wir betrachten den allgemeinen Ausdruck p -f qi» wo p un4 q 
reell sind, uimI i das yf^i bedeutet. Hier ergiebt sich leicht, da 
eine reelle Grösse keiner imaginären gleich sein kann, der Satz: 
Wenn p + qi = Pi+qii 
. so folgt p=pi und q =qi 
Also wenn |p + qi = o, so muss einzeln p = o und q = o sein. 

Der Ausdruck p + qi geht in eine reelle Grösse über^ sobald q = o wird. 

Jeder Ausdruck p + qi lässt sich auf die Form q (cos^+isin{|f>) 
reducireii,, wo ^ ipid ^ reell sind. Setzt man ^ämlich . 
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p 4- qi as ^ (cos 9> 4* i sin 9p) 
so erhält man durch Yergleichung: 

ß = v/p^TqS cos 5P = -2- , sin y = -J- 

Der Bequemlichkeit we; eii ist man iibereiii|^omiii«ii, ^ , weldMi 4er M^* 
dulas des imifiniren Aiudrucks beiist, stets positiT xa nehmen. 

Man hat nun auch: 

q + qi = 9.e*i 
Durch diese Reduclion von p -f qi wird das Rechnen mit sdchen 
Ausdrücken sehr vereinfacht. 

Setzt man in der früheren Formel 

e** s= cosy + isin5p 
q> -f 2n7t statt g>j vro n jede (positive oder negative) ganze Zahl, 
auch Null, bedeutet, so erhält man wegen 

co8iq>+2n7t) = cos^, und s\nCq>']'2nn) ^ 8ing> 
die allgemeine Formel 

q(<P +2njc)i = cosqp + isingo 
Man hat also vollständig: 

p+qi = 9. e(*+2njF)i 
Demnach kann jede Grösse p -f V ^^^ unzählige Arten aus einer 
natürlichen Potenz mit imaginärem Exponenten eitstehen, nämlich 
durch 

9e*S (>e(* + 2*)S peC^»^ + ^)S ^eC* + «^)S ... 
Rechnet man nun mit p + Qi » ^^^ beachtet dabei dessen ver^ 
schiedene Entstehungsarten, so können mehrfache Wertheentslehmk 
Für q=o ist p + qi reell und man erhält 
^=a, ^=0 
oder ^=— a, ^=« 
Beim Moduks von p + 4^ kommt es auf das Vorieichen von p und q nichl 
an, das heisst 

p+q«> p-q«> -p+q«> — p— q» 

haben dasselbe q. 

Man sieht nun leicht, dass alle Operationen iimn^r wieder atf 

die erwähnte Form führen. Nämlich • 

(P + qO + (Pi+qii) = Cp+Pi) + Cq + qi)i 

(P + qO — (Pi+qiO=Cp— Pi)+(q — qOi 

(P + qö Cpi + qii) = Q. e«^ Qi e«»* = ^t. 0^*+«»)« 

(P + qi) : CPi + qii) = f . e*' : Qt e»»« = ^ e C«~«.)i 

Cp+qO^ =(f.e**)y = ^. ey«*=py Coosyy+isniy^) 
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Da man hier statt q> auch 9) -f2n7r setzen kann, so ergeben sich (ur 
die Potenz (p + qO^ iin Allgemeinen unendlich viele Werthe. Wenn 
dabei y eine ganze (positive oder negative) Zahl ist, so sind diese 

Werthe alle einander gleich; aber wenn y=s ein in seinen klein- 
sten Zahlen ausgedrückter (positiver oder negativer) Bruch ist, so 
kommen diese Werthe auf n verschiedene zurück, welche periodisch 
fortwährend wiederkehren. 

Daher, wenn. die Vielwerthigkeit eines Ausdrucks durch Doppel- 
Klammem bezeichnet wird, so hat man 

(Cp + qO)^ —^ [cosyCg)4-2n7r)+isiny(y + 2n7i:)] 
«9^.6^^ + 2njr)i == ^y ^ ^<t^i ^ gSnjryi 

=9y.ey«ic(iD)y 

wo 9^ den arithmetischen Werth bedeutet. 

Die yencKiedeneo Werthe der Potenz bilden, wie nan »ieht, eine ^ome- 
triftche Progreanon« 

Es ergiebt sich ferner 

'Cp + qD = 1[q (cos 9 + i sin 9)] 
= /ip + /(cos g) + i sin 50) 

= /p + 5pi 
wo 1q den arithmetischen Logarithmus (einer positiven Zahl) be- 
^deutet Da man auch hier q> -|- 2n^ statt q> setzen kann , so gehen 
unendlich viele Werthe des allgemeinen Logarithmus hervor, die alle 
verschieden sind« Man kann schreiben: 

/((p + qO) = /f + (9P + 2nfr)i = /i? + 9>if ^C(i)) 

'(-1) 21* 
Hieraas erhält «lan auch : » = — j — = -j- 

Für die Logarithmen emes anderen beliebigen Systemes gilt: 
((log))x=i^=M/((x)) 

Bei einer Potenz mit imaginärem Exponenten wende man die 
FOTmel 

(Cx))y = ey<('»)3 

an, und kommt dann 2u 

ep+qi = eP. e'* = e>(cosq + isinq) 

Beim Rechnen mit vielwerthigen Ausdrücken ist die nöthige Yor«* 
«icht und Sorgfalt zu beachten, um Inrthümer zu vermeiden. 
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Anwendung der Kreisfunctionen bei Umfbrmtmgen. 

Indem wir die höchst wichtige Anwendung, welche die Kreis? 
functionen in der Geometrie finden, hier als bekannt voraussetzen, 
wollen wir anhangsweise noch kurz erwähnen, dass die Kreisfimc- 
tionen häufig zu nfitzlichen Transformationen in der Analysis 
gebraucht werden. 

I. Jede reelle Zahl kann man als Tangente oder Ck)tangente be- 
trachten; jede Zahl, die nicht grösser als 1 ist, lässt sich als Sinus 
oder Cosinus ansehen; auch kann man immer x = q cos 9) setzen; 
u. s* w. Durch einen solchen Kunstgriff werden Auflösungen mög- 
lich, welche auf andere Art schwer oder gar nicht ausfährbar sein 
dürften. 

.IL. Es kann Zwedc sein, eine Formel ffir die logarithmische 
Rechnung bequem zu machen. Dabei führt man Hülbgrössen eim 

Beispiele sind folgende: 

Man will ein Binom auf ein Monom redacircn: Für n=a + l> erhalt man 

a b 

n= J3Jf0« > wenn lang ^* ="j" gwetat wird. Für n = a — b erhalt man n = 

b 
b tang 0% wenn cos 0* = — gesetzt wird. 



Die Formel c=V'a* + b* — Sab cos C \^d für das Rechnen mit Logarithaiett 

bequemer, wenn man die Hülfsgrösse ^ einführt mittelst der Formel ^ ^*° <^*^ 

a-— b 

a— b 
= tang<p, wonach c= ^q^^ wird. 

Die Wurzeln einer quadratischen Gleichung lassen sich durch Einführung 
einer Hülfsgrösse (ji in einer für logarithmische Rechnung bequemeren Form 
darstellen. Z. B. Um die Gleichung x' — az-|-b=o aufzulösen, setzt man 

2v/b 
sin 20 = — r — , und findet die Wurzeln nach den Formeln z=:asin 0*, und 

z=acos0'. 

Diese und ähnliche Umformungen beruhen darauf, dass zwischen 

den Kreisfunctionen Relationen bestehen, in welchen zwei- oder auch 

mehrgliedrige Ausdrücke eingliedrigen gleich erscheinen. 

III. Die Kreisfunctionen werden öfters zur Auflösung der <jlei<» 
chungen benutzt. 

Beispiele sind : 

Die reeUen Wurzeln einer cubischen Gleichung lassen sich bekanntlich am 
leichtesten mit Hülfe der Kreiafanctionen logarithmisch berechnen, und die«e 
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Auflösungsart verdient vor anderen Formeln bei Weitem den Voriug. Dabei 
fahrt man zwei Hülfsgrössen ein. Z. B. Die cubische Gleichang sei 

x' + *x — b=o, wo a und b positiv. 
Setzt man nun 

c. Vtanff-TT 

so ist die reelle Wurzel 



|L %/-! = tang (p und V tang-g* <P = tangif/ 



asinx + bco8x = c 



Um die Gleichung 

aufzulösen, setze man 

b c 

lang^ = — , woraus folgt sin(^-fx)=— cos^ 

IV. Ueberhaupt ist es oft zu bestimmten Zwecken vortheilhaft, 
eine Gleichung mittelst Einführung von einer oder zwei Hülfsgrössen 
9, ^ in zwei oder drei Gleichungen zu zerlegen, welches Verfahren 
das entgegengesetzte vom Eliminiren ist. Dabei bedient man sich 
häufig der Ereisfunctionen. 

Eine Gleichung zwischen 2 Veränderlichen drückt man öfters 
mittelst Einführung einer Hülfsgrösse q> durch zwei Gleichungen aus. 
Eliminirt man die Hülfsgrösse, welche das Verbindungsmittel zwischen 
den beiden Gleichungen ist, so muss man wieder die ursprüngliche 
Gleichung erhalten. 

Z. B. Die Gleichung 

kann man durch die beiden folgenden ersetzen: 

z = a cos ) 
y=:bsin4^ | 

Auch ist es oft bequem zu ferneren Rechnungen, eine Gleichung 
zwischen 3 Veränderlichen durch 3 Gleichungen zwischen 2 willkür- 
lichen Hülfsgrössen g> und ip auszudrücken. 

Z. B. Für die Gleichung 

(T)"-(i)"+(^)'=' 

kann man auch das gleichbedeutende System der drei Gleichungen setzen 
x=acos^cos\f/^ y=bsin^cosV', zscsinV' 



Differentialrechnung 



I* Elnleltiiiiff« 

§. 28. 
Gegenstand der Differential" und Integralrechnung, 

Ferner an die Function uns haltend, betrachten wir in der Dif- 
ferential- und Integralrechnung das Gesetz ihrer stetigen 
Veränderung. Die grösste Schwierigkeit, welche die Mathematik im 
Verlaufe ihrer stufenweisen Ausbildung zu überwinden hatte, war die 
Lösung der Aufgabe: das Gesetz der Stetigkeit auf Begriffe 
zu bringen, das heisst der Rechnung zu unterwerfen. Dies leistet 
die höhere Analysis. Nämlich die Differential- und Integralrech- 
nung beschäftigt sich mit stetig veränderlichen Grössen^ um diesel- 
ben in Rechnung zu bringen. Während die Analysis die Theorie 
der Functionen überhaupt enthält, ist die Differential- und Integral- 
rechnung die Theorie der stetigen Functionen. Differential- und 
Integralrechnung zusammen heissen Infinitesimalrechnung Coder 
Analysis des Unendlichen). 

§. 29. 
Stetigkeit und Unendlichkleines. 

Die stetig veränderliche Grösse wächst um unendlichkleine Diffe- 
renzen. So hängt der Begriff des Stetigen mit dem des Unendlich- 
kleinen zusammen. Wir verweisen hier auf §. 6 und §. 7. 

Die Differential- und Integralrechnung, welche die Gesetze 
stetig veränderlicher Grössen betrachtet, ist auch bei der Anwen- 
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dong höchst wichtig, weil überall Grössen in stetiger Veränderung 
vorkommen, so dass der Begriff des Stetigen und Unendlichkleinen 
überall seine Anwendung findet. 

Zam Beispiel : Beim irrationalen Verhältniss von Grössen ist ihr gemein- 
schaftliches Maass unendlichklein; jede irrationale Zahl unterscheidet sich um 
weniger als jede gegebene Grösse von möglichen RalionaUahlen. — Raum, 
Zeit, Kraft sind stetige Grössen, d. h. ins Unendliche theilbar. Bewegung ist 
stetige Ortsanderung. — Jede stetig wirkende Kraft ist in ihrer einmaligen 
Wirkung unendlich klein, weil sie sonst in einer endlichen Zeit eine unend- 
lich grosse Geschwindigkeit erzeugen würde. Das DilTerential der Wirkung 
einer stetigen Kraft heisst Druck. Jeder Druck (Spannung, Zug, Streben) ist, 
mit einem Stosse verglichen, eine unendlich kleine Grösse der Bewegung^ 
während verschiedene Drucke jedes bestimmte Verhältniss zu einander haben 
können. — Die Aenderungen in der Natur erfolgen stetig. (Siehe §. 7.) 

Demnach existiren die unendlich kleinen Grössen in der Ifatur, und sind 
nicht ein blosses von den Mathematikern erdachtes UQlfsmittel. 

S. 30. 
Rechnung mit dem Unendlichkleiiien. 

Die Form des Unendlichen, d. i. seine Entstehung aus einem 
veränderlichen Ausdruck, ist der Grund, dass damit gerechnet wer- 
den kann. — Die unendlich kleinen Grössen sind nur im Verhältniss 

zu einander bestimmt. — Das Verhältniss -^ hat im Allgemeinen 

einen unbestimmten Werth, in jedem besonderen Falle aber, je nach 
der bestimmten Form des Unendlichen einen bestimmten Werth. 

Z. B. Ein Dreieck kann ins Unendliche kleiner werden, doch kann man 
das Verhältniss der unendlich kleinen Seiten bestimmt angeben, sobald man 
die Form des Dreiecks kennt. 

Das Verhältniss zweier unendlich kleinen Grössen lässt sich nur 
dann bestimmen, wenn sie von einander oder beide von derselben 
Veränderlichen abhängen; sonst bleibt das Verhältniss unbestimmt. 

Rückblickend auf §. 8 und §. 9 haben wir den folgenden Satz: 
Die unendlich kleinen Grössen verschwinden gegen die endlichen, 
und allgemein: die höheren Ordnungen des unendUcb Kleinen ver- 
schwinden gegen die niederen. 

Damit hängt zusammen, dass man näherungsweise die Pro- 
ducte und Potenzen sehr kleiner Grössen (ihrer Kleinheit wegen) 
vernachlässigen kann. Dies Verfahren gebraucht man sehr häufig 
bei Näherungs- Rechnungen. Dadurch kommen Gleichungen auf den 
ersten Grad herab. Genauer verfiihrt man, wenn man noch die zwei- 
ten Potenzen beibehält, und nur die höheren ausser Acht lässt; u. s. w« 

3» 
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Z. B. Es seien Grössen x, y, z, ... aus Gleichungen von höheren Graden 
zn bestimmen. Hat man dafür auf irgend eine Art die Naherungswerthe p, 
q, r, ... gefunden, so ist x = p + a, y=:q-fi8, z = r + y, ... wo «, ft y 
nur sehr kleine Grössen sein werden, deren höhere Potenzen man füglich ver- 
nachlässigen kann. Setzt man diese Werthe von x, y, z in die gegebenen 
Gleichungen, und verwirft alle Potenzen von a, /3, y, welche die erste über- 
steigen, so bekommt man für a, ß, y Gleichungen des ersten Grades , wo- 
durch man P; q, r verbessert. 

8. 31. 
Gleichungen zwischen unendlich kleinen Grössen» 

Zufolge dem Vorhergehenden hat man den praktisch bequemen 
und daher wichtigen Satz: Wenn man in einer Gleichung zwischen 
Unendlich -Kleinen verschiedener Ordnungen alle Glieder der niedrig- 
sten Ordnung allein behält^ alle Glieder der höheren Ordnungen aber 
weglässt, so bleibt die Gleichung richtig. 

Hat man es also mit Gleichungen zwischen Unendlich -Kleinen 
zu thun, so kann man schon während des Aufbaues der Gleichungen 
alle Glieder weglassen, welche das Unendlich-Kleine in einer höheren 
Ordnung enthalten würden, als diejenige ist, welche in der Gleichung 
bereits vorkommt. Dadurch wird der Aufbau der Gleichungen un*- 
gemein erleichtert. 

Es kann sich aber bei diesem Verfahren treffen, dass die so ent- 
stehende Gleichung identisch wird, d. h. dass die Unendlich-Kleinen 
der niedrigsten Ordnung alle sich aufheben, so dass sie gar nicht er- 
scheinen, das Resultat also zwar richtig ist, aber dem Zwecke nicht 
mehr entspricht. In diesem Falle muss man alle Glieder der nächst 
höheren Ordnung des Unendlich-Kleinen in die Gleichung mitaufhehmen 
und so eine neue Gleichung bilden, welche das Verlangte leistet; u. s. f. 

£ r s t e s B e i s p i e L In der Gleichung zwischen den drei Seiten eines recht- 
winkligen sphärischen Dreiecks 

cosa = cosbGosc 
oder 

(•-4+-)=(.-¥ + -)('-4+-) 

wo a die Hypotenuse bedeutet, setze man a, b, c unendlich klein. Wollte 
man nun das unendlich Kleine gegen das erste Glied in jeder Reihe weglassen, 
so entStande die identische also unnütze Gleichung 1 = 1. Deshalb muss man 
das folgende Glied beibehalten, und lasst man gegen dieses die übrigen, weg, 
80 erhalt man 

a*=b*-t-c* 
üi Gleichung swischen den drei Seiten des ebenen rechtwinkligen Dreiecks. 
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Zweites Beispiel. Man will den von zwei nächsten Tangenten (oder 
Normalen) einer ebenen Curve gebildeten unendlich kleinen Winkel w aus- 
drücken. Wenn a und b die Cosinus der Winkel der ersten Tangente mit 
den rechtwinkligen Axen ^ und ai , bi dieselben Winkel der zweiten Tangente 
sind, so ist 

sin w' = 1 — (aai + bbi)* 
und nach der Taylorschen Reihe 

fli =a + rfa + "2" ^''a + • • • 

bi=b + rfb + -2-rf*b+ ... 

Substituirt man diese Werthe in sinw', und berücksichtigt die Gleichung 
a'4-l>' = l und ihr DiiTerential aefa + hefb = o ; so sieht man, dass die end- 
lichen Grössen und die unendlich kleinen der ersten Ordnung sich aufheben, 
so dass man, wenn die unendlich kleinen Grössen der höheren Ordnungen 
als der zweiten vernachlässigt werden^ erbalt 

sin w* = — (arf'a + brf«b) 

Wir wiederholen nochmals den wichtigen Hauptsatz: In einer 
Gleichung zwischen Differentialen müssen alle Glieder gleiche Höhe 
der Potenzen ihrer Differentialgrössen zeigen, so dass alle Glieder 
gleichen Ranges sind, indem die höheren Potenzen immer gegen die 
niedrigeren verschwinden. — In diesem Vortheile der Rechnung liegt 
das Eigenthümliche der höheren Analysis. 

Es sei noch folgendes Beispiel erwähnt: Die mathemalische Physik hat das 
Gesetz der Warmebewegung in einer dünnen Stange zu erforschen. Zertheilt 
man die Stange durch Querschnitte in unendlich kleine Elemente, und be- 
trachtet die Wechselwirkung dreier nächsten Elemente, indem man dabei vor- 
aussetzt, dass das mittlere Element nur vom nächstvorhergehend eu WSrme 
empfangt, und nur dem nächstfolgenden Elemente davon mitlheilt, so erhält 
man für die Wärmebewegung eine Differentialgleichung, in welcher zwei un- 
endlich kleine Grössen von verschiedenen Ordnungen zur Vergleichung kom- 
men, was gegen den Geist der Differentialrechnung ist. Dieses Missverhältniss 
lässt sich nur durch die Annahme beseitigen (wie Laplace bemerkt hat), dass 
im Stabe die Wirkung eines Elementes sich nicht blos auf die berührenden 
Elemente, sondern auch auf die benachbarten zu beiden Seiten in einer klei- 
nen Distanz erstreckt (so dass also im Innern des Körpers auch eine Wärme- 
strahlung stattfindet). Dann wird die Gleichung homogen^ und die Principien 
der Differentialrechnung sind gewahrt. — - So hilft der Calcul den Physiker 
auf den richtigen Weg führen. 

II« Dlfferenzlruns der entwickelten Fiinetlonen« 

§. 32. 
Differential einer Function. 

Wenn in einer beliebigen Function /*(x) die Variable x um Jx 
sich ändert, so ist die entsprechende Aenderung der Function: 



88 

Nun lässt sich f(x -f Jx) in eine Reihe nach ganzen positiven Po- 
tenzen von Jx entwickeln, so dass 

fix + Jx) =/(x) + p^x + qjx^ + tJx^ + ..., 

wobei p, q, r, ... kein Jx mehr enthalten. Also hat man 

Jf(x) = p^x + qJx^ + r^x'-f . . ., 

wo im Allgemeinen p, q, r, ... endliche Functionen von x sind. 

Wird hier^x unendlich klein, was man durch ^/x bezeichnet 
(d. h. ändert sich x stetig), so wird im Allgemeinen auch Jf(x) 
unendlich klein, was man durch df 00 bezeichnet (d. h. es ändert 
sich /*Cx) stetig mit x), und diese unendlich kleinen Aende- 
rungen werden (nicht mehr Differenzen, sondern) Differentiale 
genannt. Man schreibt 

rf/(x)=/Cx + rfx)-/'(x) 

Entwickelt man in eine Reihe, so verschwinden hier die höheren 
Potenzen von dx gegen die niederen; oder mit andern Worten: for 
das unendlich kleine dx nähert sich die Reihe ins Unendliche ihrem 
ersten Gliede. Das Resultat ist 

rf/*(;x) = prfx, oder - ^^^ = p 

ds 
Bezeichnet man die Function mit y, so hat man -^^ =p. 

Es ist —5^ die Grenze, welcher sich das Verhältniss 
dx 

■^== Ax + ^x)— /'(x) ^^^^ g^j^ ^.j^^^ während Jx sich 

Jx Jx ' 

der Null unendlich nähert. 

Ay dy 

Nur bei einer Function des ersten Grades ist immer -g^ gleich ^, aber 

Ay dy 

bei allen anderen Functionen ist nur die Grenze von • ^^ gleich -^j-. 

Der Quotient -^ heisst Differentialquotient der Function 

y, und ist im Allgemeinen eine bestimmte endliche Function von x. 

Nur für besondere Werthe von x kann der Differentialquotient Null oder 
ausnahmsweise Unendlich werden. 

Eine Function y differenziren heisst: ihr Differential <7y ent- 
wickeln« 



S. 33. 
Differenzirung der Functionen von Functionen. 

Die Functionen von Functionen oder die mittelbaren Functionen 

sind zusammengesetzte Functionen. 

ds 
Es sei y=/*(;v) und v=9)(x). Hier kann man -^ finden, 

ohne erst v zu eliminiren. Nämlich, wenn Jx^ Js^ J^ die gleich- 
zeitigen Zuwachse der Veränderlichen bezeichnen, so besteht ofTenbar 
die Relation 

^y _ ^y Js 

Jx J\ Jx 
und nach Uebergang auf die Grenzen 

dy rfy rfv 

dx ~" d\ dx 
Wenn gegeben wäre y als Function von u, wo u eine Function 
von V, und v eine Function von x, so würde man nach der vorher- 
gehenden Regel zunächst finden -^ = --^ -j— ; aber nach dersel- 
ben Regel ist -^ = -^ -j-. Folglich 



U, s. w. 



rfy _ rfy du dv 
dx r" du dv dx 



S. 34. 



Differenzirunfj von Functionen mehrerei* (unabhängigen oder ab- 
hängigen) Variablen, 

Das Difi'erential einer Function mehrerer veränderlichen Grössen 
ist die unendlich kleine Aenderung, welche die Function dadurch er- 
leidet, dass X und y gleichzeitig um dx und dy sich ändern, oder 
mit andern Worten : die Grenze, welcher sich die totale Difierenz der 
Function bei dem unendlichen Abnehmen der Differenzen der verän- 
derlichen Grössen unendlich nähert. Wenn man in einer Function 
mehrerer Veränderlichen nur Eine der veränderlichen Grössen sich 
andern lässt, während man alle übrigen Veränderlichen als constant 
l>etrachtet, so entsteht ein partielles Differential. Um eine be- 
queme Bezeichnung zu haben, wollen wir festsetzen, dass unter c^u, 
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wenn u eine Function mehrerer veränderliclier Grössen x, y, z,... 

ist, stets das vollständige oder totale Differential von u in Bezug 

auf die Veränderlichkeit sämmtücher variabler Grössen x, y, z, ... 

//ii 
verstanden werde; hingegen soll ein Differentialquotient, wie -^ — , 

immer den partiellen Differentialquotienten ausdrücken, welcher 
sich ergiebt, wenn in der Function u blos x in x-^dx übergeht, und 
die übrigen Grössen y, z, ... ungeändert bleiben; so dass es, so- 
bald mehrere veränderliche Grössen in Betracht kommen, nicht erlaubt 

ist-T — dx = da zu setzen , weil jetzt -^ dx blos das in Bezug auf 

X genommene partielle Differential von u vorstellt (welches man auch 
kürzer durch ^^u bezeichnen kann). 

Einige Analysten bezeichnen die partiellen Differentialquotienten durch Um- 
klammern, was aber gewöhnlich überflässig ist. 

Das totale Differential einer Function mehrerer 
Veränderlichen ist der Summe der partiellen Differen- 
tiale gleich, mögen nun die Veränderlichen von einander unab- 
hängig sein oder nicht. 

Um diesen wichtigen Satz (der nur bei einer ganzen Function 
des ersten Grades auch für beliebige Differenzen gilt) zu beweisen, 
betrachten wir z. B. eine Function dreier veränderlicher Grössen 

u=/Cx, y, z) 
Diese giebt uns 

J\i=fOc+Jx, y + ^y, z + ^z)-/'Cx, y, z) 
was sich auf die Form 

J\x=fCx + Jx, y, z) — /Cx, y, z) 

+ /-(x+^x,y + ^y,z)-/Cx + ^x,y,z) 
+ /'(x + ^x,y + ^y,z+^z)--/"Cxf^x,y + ^,z) 
bringen lässt, das ist 

^u = ^,/'(x,y,z) + 4/'Cx + ^x,y,z) + ^./'Cx + ^x,y + ^,z) 

Lässt man nun Jx, ^y, Jz unendlich abnehmen, so nähern sich die 

Functionen f (x-f-^x, y, z) und /*Cx + -^x,y+^,z) ohne Ende 

der Function u, und die obige Gleichung verwandelt sich in 

, du , , dn , . dvL , 

oder kurz geschrieben 

rfu =rf,u + rfyU + rf.u 
Auf ähnliche Art wird auch für Functionen mehrerer veränder- 
licher Grössen der erwähnte Satz dargethan: Das totale Differential 
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einer Function, zufolge der gleichzeitigen Aenderungen der Variablen, 
ist die Summe der partiellen Differentiale, welche durch die separate 
Aenderung jeder Variablen (während alle übrigen constant) successiv 
entstehen würden. — Dadurch kommt die Differenzirung von Func- 
tionen mehrerer Veränderlichen zurück auf den einfachen Fall. 

Da dieser Satz allgemein gilt, mögen die der Function zum 
Grunde liegenden Grössen von einander unabhängig sein, oder in 
was immer für einem Zusammenhange stehen; so erhält man über- 
haupt das Differential einer zusammengesetzten Function, wenn man 
sie auf irgend eine Art in veränderliche Bestandtheile zerlegt (diese 
mögen nun Summanden oder Factoren oder Exponenten u. s. w. sein), 
und die partiellen Differentiale der Function addirt, zu denen man 
gelangt, indem man successiv jeden dieser Bestandtheile für sich allein 
als veränderlich betrachtet. 

S- 35. 
Princip der Summirung sehr kleiner Veränderungen. 

Aus dem Vorigen ergiebt sich die folgende Näherungsregel: 
Vl^enn eine Function von Grössen abhängt, welche sehr kleine posi- 
tive oder negative Veränderungen erfahren, so ist die Totaländerung 
der Function nahezu gleich der algebraischen Summe der Verände- 
rungen, welche diese Function in ihrem Werthe würde erfahren 
haben, wenn sich jede der Grössen, wovon sie abhängt, allein geän- 
dert hätte. (Dabei werden die Producte und höheren Potenzen der 
Aenderungen vernachlässigt). Weil auf diesen Satz die Erklärung 
wichtiger Erscheinungen in Mechanik und Physik sich gründet, auch 
derselbe die näherungsweise Auflösung schwieriger Probleme möglich 
macht, so könnte man ihn durch einen besonderen Namen auszeich- 
nen, etwa das Gesetz der Summirung (Coexistenz) kleiner 
Veränderungen nennen. 

Wenn mehrere gegenseitig influirende Ursachen auf ein System 
gleichzeitig einwirken, aber ihre Wirkungen nur sehr klein sind, so 
ist das Resultat nahe eben so, als wenn jede Wirkung ungestört von 
den anderen bleibt, und sich alle diese Wirkungen summiren. 

Hierauf beraht z. B. der Genuss eines Concertes, indem wir die Tdne^ 
welche von verschiedenen Instrumenten in derselben Zeit zu unseren Ohren 
gelangen, ungeachtet ihrer Gleichzeitigkeit, deutlich und ohne Verwirrung wahr- 
nebmenj jeden von dem andern abgesondert und ohne dass sie sich stören. 
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S. 36. 
Differentiale der einfachen Functionen. 

Es sind nun die einfachen Functionen zu differenziren. 

Das Differential einer veränderlichen Summe ist gleich der Summe 
aus den Differentialen der einzelnen Glieder; dabei ist das Differen- 
tial einer constanten Grösse gleich Null. 

Ein constanter Factor lässt sich gleich vor das Differential- 
zeichen setzen. 

Diese drei Sätze gelten überhaupt von beliebigen Differenzen, auch wcna 
sie nicht unendlich klein sind. 

Für em veränderliches Product ist 

rfCuv) = urfv + vrfu = uv/^ + -^) 

/ ^u fl\ /7w \ 
cf (uvw) = vwrfu + uwrfv -f uvrfw = uvw ( - — ( 1 1 

u. s. w. 
Für einen veränderlichen Bruch hat man 
, u _ vrfu — urfv 



V v* 

Nämlich es sei y = — , alsoyv = u, demnach yrfv + vrfy = rfu, also 

dy= ^, Setzt man die folgende* Regel voraus, so kann 

man auch so verfahren : 

- u rfu . , 1 rfu urfv vrfu — urfy 



V V ' V V V* v* 

Für eine Potenz mit veränderlicher Basis ist 
d (X») = (X + dxY — X» = nx»-* dx + Z' x»-« dx*+ . . . 

= nx"-* dx 
Für eine Potenz mit veränderlichem Exponenten ist 
rf(a^) = a*+''*— a* = a^ (a''* — 1) 



= a- (la.(7x + -~^rfx»+...Wa*/a. 



du 



Wegen /e=:l hat man insbesondere 

rf(e'') = e*rfx 
Also ist der Differentialquotient der Function y=e* gleich der Func- 
tion selbst. Diese sehr merkwürdige und charakteristische Eigenschaft 
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der ExponentialAinction ist der Grund, weshalb diese Function e< und 
e . selbst eine so wichtige Rolle spielt. Der Differentialgleichung 

-^=y entspricht die Function y=e* 

Wenn bei einer Potenz sowohl Basis als Exponent veränderlich, 
so hat man 

rfCuO=vu^-* rfu-f u7urfv=u^ f-^rfu + hi.dy\ 

Fär einen veränderlichen Logarithmus ist 

rflogy =log (y + rfy) — log y =logri + -^) 

\ y 2 y' ^ / y 

^so fär natürliche Logarithmen 

^=^ 

Die hier sich ergebende Formel 

dY=ydlY 
lässt sich oft mit Vortheil anwenden. 

UebrigeDS ist die Gleichung ify=:yij|y dieselbe wie if(e3') = exiix 

Ffir die Kreisfunctionen gilt: 
Jsinx=sinCx-)-Jx) — sinx=sinxcos<fe-j"Sincfxcosx — sinx 

ssinxfl s — [-•••)+^ösx(rfx — 5-^-f •••)"• sinx 

= cos xdx 

j. , sin X cos xi2 sin X — sin xd cos x 

atangx=a = 5 

^ cosx cosx* 

_ (cos x^ 4- sin x^) dx __ dx 

"" cosx* ~ cosx* 

1 — rfcosx sinxdfx 



c7secx=^ 



cosx cosx' cosx* 

=secxtangxdfx 

Setzt man in den drei letzten Formeln -^ — ^ statt x, so erhält man 

1 1 

die Differentiale von cosx, ^<^*x={5Jj^ "^^ ^^^^^^^linx"* 

Es sind noch die Differentiale der inversen Kreisfunctionen (oder 
Bogen) übrig: 
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Nach dem Vorigen ist cosxdx=^dsinXy oder <fx=-^ ; ; 

vi — sinx* 

setzt man hier sinx=y, also x=arcsiny, so erhält man 
rfarcsmy = — 



Auf ähnlichem Wege erhält man die Differentiale von arctangy und 
arcsecy. Da femer 

arc cos y = -^ — arc sin y 

7t 

arc cot y = -^ — arc tang y 

TT 

arccosecy=-^ — arcsecy 

so folgt, dass die Differentiale von arc cos y, arc cot y und arccosecy 
nur durch das Vorzeichen sich von den Differentialen der arc sin y, 
arctangy und arcsecy unterscheiden. 

Alle diese Formeln gelten allgemein, es mögen die Variablen 
unabhängig oder abhängig sein. 

Anmerkung. Auch hier zeigt sich, übereinstimmend mit §• 23, die 
Analogie zwischen den logarithmischen und Kreisfunctioneut Nimlich 

es ist «farcsinys- 



undrf/Cy+v/l + y>=7=^ 

vi + y 



Vi-y' 

Setzt man in der einen Formel yy/ — ! für y, so entsteht daraus die andere, 
nur mit dem Factor y^ — 1. 

Ferner ist rfarctangy= ^ i ^a 

Setzt man in der einen Formel y v/^^ fiir y, so unterscheidet sie sich von der 
andern nur durch einen imaginären Factor. 

Wir geben noch eine Zusammenstellung der Fundamentalformeln 

für das Differenziren der Functionen: 

rf(a+u + v— w-|-..0=rfu + rfv — rfw + •..; rfa=:0 

d(m)=SLdn 

rf(uY)=urfv-fvrfu 

- u wdvL—udy 
d-rr^ -5 



rf(y»)=ny»-*rfy 



45 

rf(aO=a'/ady; dC&'') = e^dY 

d/ogy=M^; rf/y=-f- 

c7siny=cosydfy 
rfcosy= — sinyrfy 

dtangy=— Lr- 

® ^ cos y^ 

rfcoty= 0-^ 

^ sm y* 

dsec y = sec y tang y dy 

d cosec y = — cosec y cot y dy 

rfarc sm y = .-r =— rfarc cos y 

** V 1 — y"-* 

d arc tangy = ._J .^ =-~rfarc cot y 
rfarc sec y = — , , , = — rfarc cosec y 

y^y — 1 

Da aus den einfachen Functionen die übrigen zusammengesetzt 
sind , so kann man mittelst der Differentialformeln für jene auch alle 
übrigen differenziren. 



8- 37. 
Diferenzirung zusammengesetzter Functionen. 

Es sei 

y=/*Cu, V, w,..0 
und u, V, w selbst wieder Functionen von x^ also y eine zusammen- 
gesetzte Function von x. Dann hat man : 

rfy__rfyrfurfyrfyrfy rfw . 
rfx - rfu £fe + rf^ rfx + rfw rfx +*•• 



oder 



rfy = -^rfu + ^rfv + -^rfw + ... 



S. 38. 
Höhere Differentiale der Functionen Einer Veränderlichen* 

Da das Differential einer Function im Allgemeinen ebenfalls eine 
Function derselben Veränderlichen ist, so kann man das Differential 
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einer Function wieder differenziren u. s. w., und erhält dadurch die 
höheren Differentiale der Function. 

Die* höheren Differentiale kann man auch als höhere Differenzen, 
die unendlich abnehmen, betrachten. Nämlich setzt man in y=/*(x) 
statt X nach einander die Werthe x, Xi, Xt, Xs,..., und es erhält 
dafür y die Werthe y, yi, y^y ys>«««> so schreibt man 



y 
yi 
y-2 
ya 



^y=yi— y 

^yi = y2— yi 
-^y2=y8— y2 



J^y = JYt — ^Y 
^yi=//y2--^yi 



^ysa//2yi— ^iy 



u» s. w. 



Z. B. ^y=^^y=.^(yi— y) = (y2-y,D — (yi— y) 
u. s. w. 

Nehmen nun die Differenzen von x unendlich ab, so findet dies auch 
hei den Differenzen von y statt, so dass die Differenzen in die Diffe- 
rentiale übergehen. — Demnach hängt das n^* Differential des y von 
der Vergleichung von n + 1 auf einander folgenden Werthen von y ab. 
Beim wiederholten Differenziren hat man das Differential der 
unabhängigen Variablen als constant zu betrachten (d. h. ihre Verän- 
derung als gleichförmig) , denn nur das Differential einer abhängig 
Veränderlichen kann selbst wieder veränderlich sein. 

Das Differential der Zeit ist seiner Natur nach constant, d. h. die Aende- 
rungen der Zeit sind als constant zu betrachten, weil die Zeit nothweodig 
- gleichförmig verfliesst. 

Es sei y=r/'(x) und x die unabhängig Veränderliche, also dx 
constant. Dann ist dy = fdx , wo p im Allgemeinen wieder eine 
Function von x, und es sei rfp=rqrfx, wo q im Allgemeinen wieder 
irgend eine Function von x sein wird, also wieder ^q = rdfx, wobei 
abermals r eine gewisse Function von x ist, u. s. w. Also haben 
die auf einander folgenden Differentiale von y im Allgemeinen die 
Form 

rfy=prfx 
rfrfy=rf*y=qrfx* 
rfdrfy=rf*y=rrfx' 
u. s. w. 
wo die auf einander folgenden Differeotialquotienten 
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im Allgemeinen gewisse Functionen von x sind. 

Jedes höhere Differential verschwindet gegen die niedrigem. 

Man bezeichnet die auf einander folgenden Differentialquotienten 
einer Function /^Cx) oft kurz durch f (x), f" (x), /^" (x), u. s. w. 

Es folgen noch einige Bemerkungen über höhere Differentiale 
gewisser Functionen von x, wobei dx als constant betrachtet wird: 

Wenn y eine ganze rationale Function des n*" Grades von x 
ist, so wird das n^« Differential von y constant, also alle folgenden 
gleich Null. Jede andere Function lässt sich wiederholt ohne Ende 
fort differenziren, ohne dass irgend ein Differential constant wird. 

Die Function a. e* ist die einzige, bei welcher der erste, also 
auch alle folgenden Differentialquotienten gleich der Function sind. 
CWenn hier x negativ ist, so wechseln nur die Vorzeichen der Diffe- 
rentialquotienten). 

Bei sinx und cosx sind die Werthe der Differentialquotienten 
periodisch wiederkehrend. 

Die beiden Functionen y = sinx und y = cosx haben die merk- 
würdige gemeinschaftliche Eigenschaft, welche durch die Gleichung 

--TY = — y ausgedrückt wird. 



S. 39. 
Höhere Differentiale von Functionen mehrerer Veränderlichen. 

Wenn eine Function von mehreren Variablen wiederholt diffe- 
renzirt wird, so erhält man die höheren Differentiale derselben. 
Dabei haben wir uns zu erinnern, dass das totale Differential aus der 
Summe der partiellen Differentiale besteht, und dass die Differentiale 
der unabhängigen Variablen als constante Factorcn zu betrachten sind. 

Hier kommen wiederholte partielle Differenzirungen von Ist 
u=/'(x, y, z, ...) so bedeutet rf« </y A ... u, dass man u erst 
nach X, dann nach y, dann nach z u. s. w. differenziren solle. So 

wie -^ den ersten partiellen Differentialquotienten von u nach x 

bedeutet, so bezeichnet -^-^ den partiellen Differentialquotienten der 
zweiten Ordnung, nach x genommen (als wenn x allein veränderlich) 
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,rfu , dn 

das ist -^. In gleicher Welse schreibt man , , statt —3—, 

, du 

^ d'n , ,, ^ rfy 
und , . statt , ^ u, s. w. 
rfyrfx rfx 

Von den partiellen Differentialen höherer Ordnungen gilt der 
Satz: Wenn man eine Function wiederholt partiell diffe- 
renzirt, so ist die Folge der einzelnen Differenzirun- 
gen gleichgültig. Dieser Satz gilt ebenso von beliebigen 
Differenzen J^ und wird bewiesen, wie folgt: 

Im einfachsten Falle sei u=/*Cx,y). Dann hat man 
<u=/"(x + ^x,y)-/'(x,y) 
und 

J J\i=.fix + Jx, y+//y) ^f(x,y + JY'i -/U+^x, y) +/'(x,y) 
Wegen der Symmetrie dieses letzten Ausdruckes, in Beziehung auf 
X und y, muss man die Relation 

// J U=:^ ^u 
haben, folglich, wenn man zur Grenze (d. h. von Differenzen zu 
Differentialen) übergeht 

rf rfu=rf du 
und 

rPu rf'u 



rfyrfx e/xrfy 
Aus der Gleichung d^dji^zd^d^n folgt ferner, dass man in einem 
Ausdrucke von der Form d^d^d^..,u irgend zwei auf einander 
folgende Indices mit einander vertauschen kann» Wiederholt man 
dies Vertauschen, so kann man auf alle möglichen Arten die Ordnung 
der Differenzirungen permutiren^ ohne an dem Endresultate etwas 
zu ändern. Z. B« bei kurzer Bezeichnung hat man 

d u = d^ u 

j d"+°u <r+'"u 

^^^ rix"rfy''"^rfy'^rfx" 
und ebenso bei mehr Veränderlichen. 

Bei dieser Gelegenheit bemerken wir, dass jede willkürliche 
Function von der Summe x + y zweier Grössen immer denselben 
Differentialquotienten giebt, welche von den beiden Grössen x und y 
man auch als die einzige Veränderliche betrachten mag; dasselbe gilt 
auch noch für die höheren Differentialquotienten; i, h. es ist 
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„ . rf^Ax+y") rf"Ax+y) 

allgemein ^^^/^ = rfy 

JkBn nach der Regel für die DiiFerenzining der Functionen von Functionen 
hat man 

und 

-^!^^^ =r C« + y) ^^=rCx+y) 

Ferner ist 

dVCx + y) _ dr(x + y^ ^ dr(x+y) _ d^fju + y) 

dx* dx dy rfy* 

u. 9. w. 



la« Differenzlruns der unentwickelten Functionen« 

S* 40. 
Dilferenzirung einer Gleichung, 

Bisher haben wir nur entwickelte Functionen betrachtet» Uebrig 
ist noch die DifTerenzirung der unentwickelten Functionen oder 
der Gleichungen; diese kann geschehen, ohne erst die Function 
Cdurch Auflösung der Gleichung) zu entwickeln, was bekanntlich 
nicht immer auszuführen ist. 

Es sei zwischen der beliebigen Anzahl von veränderlichen Grös- 
sen x,y,z,... die Gleichung 

u=Ax,y,z,...)=0 
gegeben, wo irgend eine der Grössen x,y, z als Function der übri- 
gen betrachtet werden kann. Bezeichnen nun ^x, .^y, .^z, . . . die 
zusammengehörigen Diflerenzen, um die sich x,y,z,..* ändern, so 
besteht auch die Gleichung 

/*(x + ^x,y+^y,z-f^z,...)=0 
Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so erhält man 

/(x+^x,y + ^y,z + ^z)-./(x,y,z)=0 
das ist 

^u=0 
was für beliebige Differenzen, also auch für Differentiale gilt. Mit- 
hin aus der Gleichung 

u=0 

4 
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folgt immer die Gleichung 

rfu=0 
mag dies Differential total oder partiell sein. Aus der letzten Glei- 
chung lässt sich nun das Differential der als Function betrachteten 
Veränderlichen bestimmen. 

Wiederholt man diese Schlüsse^ so findet man 
rf*u=0,rf»u=05rf*u = 0, u. s. w. 
Aus diesen Differentialgleichungen der höheren Ordnungen findet 
man die höheren Differentiale der als abhängig betrachteten Verän- 
derlichen. 

Z. B. Zwischen x und y sei die Gleichung 

/■Cx,y) = 
gegeben. Dann erhalt man nach dem Vorigen die Differentialgleichung der 
ersten Ordnung 

dl rfy ^ 

oder auch, wenn man y als Function von x betrachtet, 

dx "^ dy dx 

d\ 
woraus man dy oder -~- bestimmen kann. — Differenzirt man zum zweiten 
' dx 

Male, indem man beachtet, dass -f- , -/■ die Veränderlichen x und y entbal- 
' * dx ^ dy ' 

ten, und dass y als Function von x betrachtet wird, so erhalt man die Diffe- 
rentialgleichung der zweiten Ordnung: 



» "^ dxdy dx "^ dy* \ dx) "^ dy dx* 



oder 

dx 

d*y 
Aus dieser Gleichung findet man ^ , nachdem man aus der obigen Glei- 
chung -j^ gefunden hat. 

Wenn zwischen den drei veränderlichen Grössen x^y,z die eine Gleichung 
/'(x,y,z)=0 
gegeben ist, so kann man z als Function von x und y betrachten. Dann 
sind aber x, y und auch <fx, dy völlig willkürliche von einander unabhängige 
Grössen. Nach dem Früheren ist nnn 

f*+f "'+!*=« 

Daraus kann man dz bestimmen. Will man aber die partiellen Differentiale 
von z ausdrücken, so verfahrt man wie folgt: Weil, indem z eine Function 
von X und y, 

dz ^ . dz , 
dz=-j-dx+-j-dy 
dx ^ dy 
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ist; 80 ist auch 

\dx^ dz dxl ^\dy^ dz dy/ ' 
und diese Gleichung gilt fQr jedes ganz beliebige dx und dy, zerfallt also in 
die beiden abgesondert bestehenden Gleichungen 

dx'^ dt dx ' dy^ dz dy 
mittelst welchen die beiden Diflferentialquotienten — - und — - gefunden wer- 
den können. 

§.41. 
Di/ferenzirung gleichzeitiger Gleichungen. 

Wenn n Gleichungen zwischen m Variablen gegeben sind, so 
lassen sich n dieser Variablen als unentwickelte Functionen der übri- 
gen m — n Veränderlichen, welche unabhängig erscheinen, betrachten. 

Hat man nun die Gleichungen 

u=0,v=0,w=0,... 
so ist auch 

rfu=0,rfv=0, rfw=0, ... 
aus welchen Differentialgleichungen man die Differentiale der Func- 
tionen entwickeln kann. — Durch höheres Differenziren der Gleichun- 
gen erhält man auch die höheren Differentiale der Functionen. 

Beispiel. Hat man zwischen den drei Veränderlichen x, y, z die beiden 
Gleichungen 

F(x, y, z) = 
f (x, y, z) = Ö. 
so kann man y und z als Functionen von x betrachten. Man erhält nun nach 
dem Vorigen : 

dF dF dir 

ü^äx+^dy + '^dz^.O 

df df df 

-dr^^+ii^y^-^^'^^ 

woraus man dy und dz findet. Differenzirt man wieder, indem man beachtet, 

dass dy und dz nicht constant sind, so erhält man 

rf«F ^ , , rf»F , , d*F ^ , ^d*F , ^ d*F 

•—dx^+-^dy^-^^dz^+'i^^dxdy + 2-i^dxdz 

d*F dF dF 

d*f d^f dH dH d*f 

rfV df df 

woran* man (f*y und «fs findet, nachdem dy und dz bekannt «ind. 

4» 
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IV« Vertauscltaiis und IVessdiaATiiiis von Ver&nder- 
llclteii In DIITcrentlal- Ausdrücken. 

S. 42. 
Vertnusrhuvf) der uvahhärigifjfn Veränderlichen. 

Oft will man Differenlial-Ausdrückc dadurcli umformen, dass man, 
statt der ursprünglich darin enthaltenen unabhängigen Variablen, im 
Laufe der Rechnung neue unabhängige Variable einführt. Man be- 
greift leicht im Allgemeinen die Wichtigkeit einer solchen Transfor- 
mation bei den Anwendungen des Infinilesimal-Calculs. Nämlich dieses 
Verfahren bietet ein neues Hülfsmittel des Calculs, indem es dadurch 
erlaubt ist, solche unabhängig Variable zu wählen, die am vortheil- 
haftesten sind, um anfangs die Differentialgleichungen leichter zu bil- 
den, obgleich man später diese Variablen nicht beizubehalten braucht. 
Z. B. Die wichtigsten Aufgaben der Geometrie lösen sich meist leich- 
ter, wenn man von rechtwinkligen Coordinaten ausgeht, und nachher 
kann man nöthigenfalis zu Polar - Coordinaten übergehen. 

Hätte man mit Ausdrücken zu thun, die keine Differentiale ent- 
halten, so würde die Algebra zu diesen Umformungen hinreichen; 
hier aber, wo Differential- Ausdrücke gegeben sind, hat man noch 
eigenthümliche Untersuchungen und Regeln für das Uebertragen der 
Unabhängigkeit veränderlicher Grössen nöthig. 

Bei jeder Aufgabe muss man die unabhängig Variablen von den 
abhängig Variablen unterscheiden, und durchgängig in den Gleichun- 
gen festhalten, weil man beim wiederholten Differenziren die Diffe- 
rentiale der unabhängig Variablen als constant betrachtet, während 
die Differentiale der anderen Variablen veränderlich sind. Man kann 
indessen mit Hülfe gewisser Umformungen, welche wir jetzt betrach- 
ten wollen, im Laufe einer Rechnung neue unabhängig Veränderliche 
an die Stelle der anfangs gewählten einführen. 

Es habe eine vorgelegte Aufgabe zu der Gleichung 
^/ ^y £^ d^Y \ ^ 

^V' ^' rfx' dx^' dx}'"}'^ 
geführt, in welcher x als unabhängige Variable und y als Function 
von X betrachtet worden sei. Man nehme nun an, dass an die Stelle 
von X eine andere unabhängige Variable t eingeführt werden soll; 
dies ist so zu versieben, dass jetzt x und y Functionen von l werden 
sollen, während jedoch die ursprünglich aufgestellte AbhängigJieit 
zwischen x und y bestehen bleibt. Die Relation, welche t mitx und 
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y verbindet, muss gegeben sein; entweder durch eine Gleichung 
zwischen t und x, wie qp (t, x) = 0, oder durch eine Gleichung zwi- 
schen t und y, wie x(t, y)=0, oder durch eine Gleichung zwischen 
t, X und y, wie t^(t, x, y) = 0. — Nun müssen in der Gleichung 
jp=0 an die Stelle der Differentialquotienlen in Bezug auf x andere 
Differenlialquotienten in Bezug auf t gesetzt werden, ohne die Ab- 
hängigkeit des y von x zu stören. Zum Behufe der Lösung dieser 
Aufgabe hat man, da x eine Function von t, und y eine Function 
von X, die Gleichungen: 

<f y __ <f y rfx 

rft "■ rfx di 

di' " ^x'^ [di J'^ dx rfl^ 

d^ __ d'Y / ^x y o d'^Y dx d-x </y rf^x 

rft' "~ dx^ Wt ; + dx' d\ dK' "^ dx di^ 

u. s. w., 

welche durch wiederholtes Differenziren nach t hervorgehen. Löst man 

dy d'y 
diese Gleichungen nach ■^^j'^^?«** ^^^9 so erhält man: 

rfy 

dy di 

dx "" dx 

di 

dx rf^y dy d'x 

d^y ^ di di' di dt' 

dx^ "" ( dxV 

\ di I 
u. s. w. 

Sobald man diese Wcrlhe in die Gleichung F=0 substituirt, so 

wird diese Gleichung x, y und deren DifTerentialquotienten in Bezug 

auf t enthalten Wenn man nun eine Gleichung y (t, x)=() zwischen 

t und x hat, so kann man x nebst seinen Dill'ercntialquotienten in 

der Gleichung jF^=0 durch ihre aus der Gleichung qp(t, x) = nach 

§. 40 genommenen Werlhe ersetzen, so dass die Gleichung F={) 

nur noch t, y, "yf' "^'""^ii"' •• enthält. Wenn man dagegen 
eine Gleichung xG, y) = zwischen t und y hat, so kann man ebenso 
y und seine DifTerentialquotienten wegbringen, so dass die Gleichung 

dx f]''x fl^x 
F=0 nur noch t, x, —57-, — ^rr? -jtt-j • • • enthält. Endlich wenn eine 

Gleichung i//Ct, x, y) = zwischen allen 3 Variablen gegeben ist, so 
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kann man nach Gefallen x oder y wegbringen, weil diese Gleichung 
und ihre successiven DiJQTerentiale in Bezug auf t (indem man nämlich 

y als Functionen von t betrachtet) die Werthe von x, -^p' 
... als Functionen von y, -^, "^fa"? • • • geben, und umge- 

Wenn die Relation zwischen t und den iibrigen Variablen in der Gleichung^ 

dz iPz d*T 

x=t besteht, so hat man -^=1, -^=0, -^-i-sO, ..♦, und die obigen 

- , j . . . * ''y ^y ^''y ^*y ^''y ''•y 

Formeln reduciren sich auf — =-^, ■J[£r=-5jr, ■^=-3ir, • • • 

Wenn die in Rede stehende Relation in der Gleichung y = t besteht, so er- 

dy dy <f*y d*y 

hält man •jjj-=— =1, -^^=0, -^=0, ..., und jene Formeln verwan- 

dein sich (indem man y statt t schreibt) in —/-=z — - — , ^ ^ =- =^ 

-^ dx dz ' dz* 



W 



dY 

dy 
n. s. w. Man muss also diese letzteren Ansdrflcke an die Stelle von , ■, 

if*y 
' ^w« "* ^ • • • setzen, sobald man in einer Gleichung zwischen x und y, in welcher 

anfangs x als unabhängige Variable angesehen worden ist, nachher y zur unab- 
hängigen Variablen machen will. Diese Formeln fuhren unmittelbar zum Aus- 
drucke der Differentiale der inversen Functionen. 

Der Vertauschung der Veränderlichen entspricht im geometrischen 
Sinne eine Coordinatenverwandlung. 

Betrachten wir noch den (z. B. oft bei Coordinatenverwandlung 
vorkommenden) Fall, wo u eine Function der drei unabhängig Va- 
riablen X, y, z ist , welche durch drei andere unabhängig Variable 
r,9p,^, die mit x,y,z durch drei gegebene Gleichungen verbunden 
sind, ersetzt werden sollen. Hier handelt es sich darum, durchgan- 
gig die partiellen Differentiale von u nach x,y,z, mittelst der par- 
tiellen Differentiale nach r,9p,^ auszudrücken. Wir betrachten u als 
Function von ^,9),r, und diese letzteren als Functionen von x,y,z; 
differenzirt man nun u partiell in Bezug auf x,y,z, so erhält man 
du _ du dd- . du dq> , du dv 
dx "" rf^ rfx ' dq> dx "' dr dx 
r+^ / ^^ — ^^ rf^ , du dq> , du dr . 
^'^'^^ dy """35^ rfy '^ dg> rfy "*" dr dy 
du _ du d& , rfu dq> , du dr 
dz '^ dd" dz '^ dq> dz ' dr dz 
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Nun kann man mittelst der drei Gleichungen zwischen x, y,z,^,9>,r 
die partiellen Differentialquotienten 

dd- dd- dd' dcp dq> dq> dr dt dr 
dx ' rfy"' rfz ' rfx ' rfy ' rfz ' rfx' rfy ' dz 
bestimmen, und dann geben die Gleichungen (f) die Werthe der 
partiellen Differentialquotienten der Function u in Bezug auf x, y, z, 
mittelst der partiellen Differentialquotienten des u nach S^^r. — 
Differenzirt man die Gleichungen Ct) successive nach x, y, z , so 
würde man die zweiten Differentiale in Bezug auf die unabhängig 
Variablen des einen Systems, mittelst der zweiten Differentiale in 
Bezug auf die Variablen des anderen Systemes ausdrücken; und so 
kann man weiter gehen. 

Man nennt solche Umformungen, welche dieser Paragraph be- 
trachtet, das Uebertragen der Unabhängigkeit von einer 
Veränderlichen (x) auf eine andere (t oder y). 

S. 43. 
Elhnivation einer Veränderlichen nebst ihren Differentialquotienten. 

Hat man zwei Differential -Gleichungen zwischen x,y,z und den 
Differentialquotienten von y und z nach x, von irgend einer Ordnung, 
so kann es wünschenswerth erscheinen, aus diesen beiden Gleichun- 
gen eine der Veränderlichen, z. B» y, aber auch alle seine Differen- 

ds d'^y 
tialquotienten— p- , -7-^ , • . . auf einmal zu eliminiren, so dass eine 

Gleichung entsteht, welche blos noch x,z und Differentialquotienten 
von z nach x enthält. 

Das Eliminiren hier unterscheidet sich von dem Elimiren in der 
Algebra blos dadurch, dass man hier ausser y auch noch alle seine 
Differentialquotienten, die in den beiden gegebenen Gleichungen vor- 
kommen, mit wegschaffen muss, dass man also eine grössere Anzahl 
von Gleichungen braucht, um Alles eliminiren zu können. Diese 
fehlenden Gleichungen verschafft man sich aber dadurch, dass man 
jede der beiden gegebenen Differential-Gleichungen noch wiederholt 
differenzirt. Dadurch erhält man immer neue und neue Paare von 
Gleichungen, während in jedem neuen Paar ein einziger neuer 
höherer Differentialquotient von y nach x eingeht. Auf diese Weise 
hat man bald mehr Gleichungen als zu eliminirende Ausdrücke, und 
dem Eliminiren stehen also keine andere Hindernisse mehr entgegen, 
als diejenigen, welche die Algebra selbst darbietet. 
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Leicht begreift man, wie das Verfahren auf die Elimination von 
Veränderlichen aus mehr als zwei gegebenen Gleichungen ausge- 
dehnt werden kann. 



If. JV&lteriiiiffs-RecItnaiiscii. 

S. 44. 
jil/ffemeines. 

Die Gleichungen zwischen Differentialen können näherungsweise 
als Gleichungen zwischen Differenzen angesehen werden, im Falle die 
Differenzen sehr klein sind (so dass man ihre Producte und höheren 
Potenzen vernachlässigen kann), welches Verfahren um so genauer 
ist, je näher die Differenzen der Null kommen. Dieser für die Praxis 
sehr wichtige Satz gestattet mannigfaltige Anwendungen. 

§. 45. 

Fehhrreclmung, 

In der angewandten Mathematik sind Fehler unvermeidlich, weil 
die Grössen, welche durch Beobachtung gegeben sind, wegen ünvoU- 
kommenheit der Instrumente und unserer Sinne nie vollkommen 
genau gemessen werden können. Es ist deshalb, wenn man die 
Grenzen der Fehler in den Datis schätzen kann, sehr wichtig, die 
daraus entspringenden Fehler in den Resultaten zu bestimmen. Da 
nun bei allen guten Messungen die Fehler der gemessenen Grössen 
nur sehr klein sind, so kann man näherungsweise an die Stelle der 
Fehler als Differenzen die Differentiale setzen, indem man die Glei- 
chung zwischen den Fehlem in den gemessenen Grössen und der 
berechneten Grösse, statt durch die Differenzenrechnung, mit einem 
hinreichenden Grade der Annäherung durch die Differentialrechnung 
entwickelt (d. h. die höheren Potenzen und Producte der Fehler 
vernachlässigt). 

Z. B. Die zur Bestimmung eines (ebenen oder sphärischen) Dreiecks ge- 
rarssencn Stücke sind nie ganz von Fehlern frei , weshalb es uöthig ist, den 
Einfluss beurlheilen zu können^ welchen diese Fehler auf die berechneten 
Stücke ausüben. Da nun bei guten Beobachtungen die Fehler in den gemesse- 
nen Stücken immer der Null sehr nnhe kommende Grössen sein werden, so 
können Differentiale die Stelle der Differenzen vertreten , so dass man die 
Grundformeln der Fehlerrechnung in der Trigonometrie erhält, wenn man die 
Grundgleichungen der Trigonometrie differenzirt. 
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Aas den Gleichungen der ebenen Trigonometrie 
a* = b" + c«— 2bc.cosA 
asiDB = bsin A 
A + ß + C=jr 
erhält man durch Differenziren 

a/fa = a cos Cdh + a cos Brfc + bc sin A//A 

sin BdA — sin Adh = b cos A</A — a cos BdB 

d\ + dB+dC = 

Ferner aus den Gleichungen der sphärischen Trigonometrie 

cos a = cos b cos c 4- sin b sin c cos A 

sin A sin b = sin B sin a 

cosA= — cosBcosC -{- sin B sin C cos a 

erhält man durch Differenziren 

da = cos Cdh + cos Bdc + sin c sin BrfA 
sin A cos b</b -f cos A si n bc^A =sin B cos a</a + cos B sin a<;B 
— </A = cos crfB -f- cos hdC — sin b sin C//a 
Nimmt man eins oder zwei der Stücke als unveränderlich an, so sind ihre 
Differentiale gleich Null zu setzen^ wodurch die Gleichungen oft sehr verein- 
facht werden. 



m. Rückbllek auf die Theorie der DlfTerentlal- 
reeltnuns» 

§. 46. 

Das Differenziren betrifft entweder die entwickelten oder die 
unentwickelten Functionen Cd. i. DifTerenzirung der Formeln 
und der Gleichungen), wovon der erste Fall die Grundlage bildet, 
auf welchen man den zweiten Fall durch eine allgemeine Regel (§. 40) 
zurückführt. Dabei difTerenzirt man entweder Functionen von einer 
oder von mehreren Variablen, wovon der zweite Fall auf den 
ersten durch eine einfache Regel (§. 34) zurückgebracht wird. So 
kommt der ganze Differential - Calcul auf die Differenzirung der ent- 
wickelten Functionen einer einzigen Veränderlichen zurück, welche 
allein direct geschieht, und wenn diese Functionen zusammenge- 
setzt sind, so führt man ihre Differenzirung auf die der einfachen 
(nach §. 33) zurück. Ferner die höheren Differentiale entstehen 
durch wiederholte Bildung des ersten Differentials. Demnach be- 
ruht im Grunde das ganze System der Differentialrechnung auf der 
Differenzirung der einfachen Functionen, so dass das gesammte Diffe- 
renziren auf die Kenntniss von einem Dutzend Fundamentalformeln 
in Verbindung mit wenigen allgemeinen Regeln sich reducirt. Man 
siebt, wie einfach und vollendet die Theorie der Differentialrechnung 
ist, und eine solche Vollendung zeigt kein anderer Zweig der Analysis, 
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Tu. Taylorsclte Reilte. 

$. 47. 

Taylorsche und Maclaurinsche Reihe für Functionen einer 

Variablen. 

Das nächste Ziel der DiJQTerentialrechnung ist die Taylorsche 
Reihe (oder die Maclaurinsche, denn aus der einen geht sogleich die 
andere hervor), welche von der grössten Wichtigkeit ist. 

Wenn man in einer Function F(x) statt x, x-f-h setzt, wo h 
eine beliebige Aenderung von x bedeutet, so erhält man F(x-f-h), 
und dieses wird durch die Taylorsche Reihe nach ganzen und 
positiven Potenzen von h entwickelt, wie folgt: 

FCx+h)-FCx)+— ^5^^+-^^^5P-^+ rfx» 1.2.S+- 
oder mit kürzeren Zeichen: 

F(x + h) = Jtx) + h F(x) + Jil- F' (X) + :j^ F'" (X) + . . . 

Man hak diese Reihe auf folgende Art bewiesen : Setzt man 
F(x + h) = A+ßh4.Ch« + Dh»+... 
und differenzirt wiederholt in Bezug auf h, so erhält man : 

ilF(Ä + h) ^B^2Ch + 3Dh' + ... 
ah 



.^!^:g±J!l=2C + 23Dh+... 



Nun iit aber bekanntlich (§. 39) 

u. s. w. 

Werden diese Werthe in den vorigen Gleichungen substituirt, und dann h=0 
gesetzt, so erhalt man 

A = F(x),B=F'Cx),C = F"(x),... 
Später geben wir einen anderen Beweis der Taylorschen Reihe nebst Be- 
stimmung des Restes. 

Die Taylorsche Reihe , welche ein ganz allgemeines Theorem der 
Reihenentwickelung darstellt, ist eine Fundamentalformel der Differen- 
tialrechnung, und wird fortwährend in der Analysis angewandt» 

Diese Reihe lauft im Allgemeinen ohne Ende fort. Die Anzahl ihrer Glie- 
der ist nur in dem Falle eine endliche, wenn F(x) eine ganze algebraische 
Function bedeutet, weil dann das n«« Differential (wo n den höchsten Expo- 
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nenten von x in dieser Function bezeichnet) constant wird^ also die höheren 
Differentiale verschwinden. 

Wenn man h=zdx setzt, so erhält man: 

r(x+rfx)=r(x)+rfrw+-^3 rfvw + -j;^rfvw+... 

Setzt man in der Taylorschen Reihe x=0, und schreibt dann x 
statt des ganz willkürlichen h, so erhält man die Maclaurinsche 
Reihe: 

FCx) = F ^^ 4- ^^^ X -) ^ — -4- ^^^ 4- 

oder anders geschrieben 

F(x) = FCO) + xi^'(0) + ^F"(0) + -^F"(0) + ... 

wo F(0),F'(0),... die Werthe von der Function F(x) und ihren 
DifTerentialquotienien, wenn man darin x = setzt, bezeichnen. 

Alan kann auch die Maclaurinsche Reihe, ohne Anwendung der Taylorschen 
Reihe, sehr leicht durch die Methode der unbestimmten Coefficienten finden. 
Zu diesem Zwecke setzt man, wenn sich die Function F(x') wirklich in eine 
Reihe nach ganzen Potenzen von x entwickeln lasst (was der Verlauf der 
Rechnung zeigen wird) 

F(x) = A+Bx+Cx» + Dx»+... 
und bildet^ um die unbekannten Constanten A, B,C,... zu bestimmen^ durch 
Differenzirung : 

F" (x) =rB + 2Cx + 3Dx>+ ... 

F"(x)=2C + 2.3Dx+... 

F'"(x)=2.3D+ ... 
u. s. w. 
Setzt man nun hier x=0, so wird 

A=:F(0), BrrrF'CO), C = 1f"(0), D=-^i?""(0), U. S. W. 

Die Maclaurinsche Reihe ist ein allgemeiner Ausdruck der Ent- 
wickelung einer Function nach ganzen Potenzen der Variablen. 

Diese Reihe lauft im Allgemeinen ohne Ende fort, und bricht nur in dem 
Falle ab, wo die Function eine ganze rationale ist. 

Aus der Maclaurinschen Reihe erhält man sogleich wieder die 
Taylorsche, wenn man J^Cx-f-h) als Function von h ansieht und mit- 
telst der Maclaurinschen Reihe nach den Potenzen von h entwickelt. 

Man kann auch vermittelst der Taylorschen Reihe F(x') in eine 
Reihe verwandeln, welche nach Potenzen von x — a fortlauft, wo a 
irgend eine bestimmte Zahl (auch Null) vorstellt. Setzt man nämlich 
in der Taylorschen Reihe a statt x, und in der dadurch entstehenden 
Gleichung (welche kein x mehr hat) wieder x — cc statt h, so er- 
hält man 
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wo Fe«), P(a), F"(a), ... die x=a entsprechenden Werlhe von 
FCx), F(x), F'(x), ... bezeichnen. Diese Reihe kann man diis all- 
gemeinere Maclaurinsche nennen. 

Wir besitzen in der Taylorscben und Maclaurinschen Reihe, was höchst 
beachtenswerth ist^ einen Ausdruck für die Function in ihrer ganzen Ausdeh- 
nung genommen, und lediglich durch solche Werthe dieser Function und der 
unendlichen Reihenrolge ihrer Differentialquotienten bestimmt, welche einem 
einzigen Werthe von x zugehören. Werden also Werthe einer Function und 
ihrer sammtlichen Differentialquotienten nur für einen einzigen Werth der un- 
abhängigen Veränderlichen gegeben, so ist damit im Allgemeinen die Function 
selbst gegeben. — üebrigens ist noch das Folgende wohl zu berücksichtigen. 

Die Taylorsche sowohl als die Maclaurinsche Reihe muss, wenn 
sie zur numerischen Berechnung brauchbar sein soll, convergiren, 
d. h. die Summe von immer mehr Gliedern muss sich immer mehr 
einer bestimmten Grenze nähern. Man muss den Fehler, welchen 
man durch Abbrechen der Reihe begeht, schätzen, oder wenigstens 
zwei Grenzen angeben können, zwischen denen dieser Fehler liegt. 
Wir werden später (in der Integralrechnung) den Rest der Taylor- 
schen und Maclaurinschen Reihe näher betrachten. 

Es giebt Ausnahmefälle, wo für gewisse besondere 
Werthe der Variablen die Taylorsche Reihe unbrauchbar wird. Näm- 
lich die Brauchbarkeit der Taylorschen Reihe ist an die Bedingung 
gebunden, dass die Variable x keinen besonderen (singulären) Werth er- 
halte, für welchen die Function F(x) oder ihre Differentialquotienten 

F'(x), -P'W, u. s. w. unendlich werden (die Form -— annehmen). 

In einem solchen besonderen Falle ist die Reihe unbrauchbar, weil 
sie unbestimmte Grössen enthält, wodurch angezeigt wird, dass F(x -|- h) 
nicht nach ganzen positiven Potenzen von h sich entwickeln lässt. 

Gerade aus der allgemeinen Form der Reihe, dadurch dass man die Nenner 
. der einzelnen Coefficienten gleich Null setzt, findet man diese Ausnahmswerlhe 
von X für jede gegebene Function F(x). — Ueberhaupt besteht ein wesentr 
licher Theil des Nutzens^ welchen man aus der Kenntniss irgend einer allge- 
meinen analytischen Form zieht ^ darin, dass man aus ihr selbst alle Ausnah- 
men, welche sie in besonderen Fällen erleiden kann, direct zu finden im 
Stande ist. 

Ebenso kann die Ausnahme stattfinden, dass in der Maclaurin- 
gcben Reihe Coefficienten unendlich werden, indem F(x3, /^(x), 

JP"(x), u. s. w. für x = die Form -jr- annehmen, wodurch an- 
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gezeigt wird, dass die Function FOO nicht nach ganzen positiven 
Potenzen von x entwickelt werden kann. Dann müsste man die Reihe 
nicht nach den Potenzen von x, sondern nach den Potenzen von 
(X — a) ordnen; nämlich in der allgemeineren Maclaurinschen Reihe, 
die nach (x — d) fortschreitet, kann man dem a einen solchen Werth 
geben, für welchen F(x), F'(x), F"(x), ... alle einen bestimmten 
Werth annehmen, also kein Coeflicient der Reihe unendlich wird. 

S. 48. 

Erweiterung der Taylorschen vnd Maclaurinschen Reihe für 
Functionen von mehreren Variablen, 

Es wird schon genügen, eine Function von zwei Veränderlichen 
zu betrachten, nämlich u=F(x, y), wo die Variablen x und y von 
einander unabhängig sind. Man lässt nun diese Variablen respective 
die Werthe x-fh und y + k annehmen, wo h und k ganz beliebige 
Incremente sind, und will den geänderten Werth der Function, das 
ist F(x-|-h, y + k), nach den Potenzen von h und k entwickeln. 
Wenn hier Ui = F(x -f h, y) und Un = F(x -f h, y + k) ist , so hat 
man nach $. 47: 

, rfu , , </^u h^ , d^M h' , 



Nun ist aber 



rfui rfu , d^M , , d^M h^ , 



dy rfy ' rfxrfy ' dx^dy 2 
d^Ui d^u , /i*u , , 



rfy* "■ dy' ^ dndt 

rf^Ui _ d^M . 

rfy* "" dy^ 1 • • • 

u. s* w. 
Substituirt man sowohl diese, als auch den Werlh von Ui in die vo- 
rige Gleichung von Un, so erhält man die erweiterte Taylorsche 
Reihe : 
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Man erkennt leicht, wie sich die vorstehende Entwickelung auch 
auf solche Fälle übertragen lässt, wo die gegebene Function mehr 
als zwei unabhängige Variable enthält, welche gleichzeitig Zunahmen 
.erl^alten $oUen. Die auf einander folgenden Glieder der Entwickelung 
sind immer die vollständigen DiJQTerentiale der ersten, zweiten, dritten, 
u. s. w. Ordnung von der gegebenen Function, in denen man statt 
des Differentials einer jeden Variablen ihren Zuwachs gesetzt hat, 
und die sodann respective durch 1, 2, 2.3, u. s. w. dividirt werden. 

Z. B. Es ist 

Die erweiterte Taylorsche Reihe wird unbrauchbar, wenn die 
Function und ihre partiellen Diflerentialquotienten für besondere Werthe 
der Veränderlichen unendlich werden, oder überhaupt unbestimmte 
Werthe annehmen« 

Die vorhergehende Erweiterung der Taylorschen Reihe liefert 
auch die Entwickelung der Function F(x, y) nach Potenzen von x 
und y, und damit also eine Erweiterung der Maclaurinschen Reihe. 
Setzt man nämlich x = und y = 0, und schreibt sodann x statt h, 
und y statt k, so erhält man: 

wo wir durch Fo, -^, -g^, , ^ , u. s. w. die Werthe vorstellen, 

welche respective die Functionen F^ -^, -r-, "^-3-? "• s. w. anneh- 
men , wenn in ihnen gleichzeitig x = und y = gesetzt wird. — 
Aehnlich würde man verfahren, wenn die Anzahl der unabhängigen 
Variablen grösser wäre. 

Da die Entwickelung von Functionen mit mehreren unabhängig Veränder- 
lichen nach den Potenzen jeder Veränderlichen zu complicirten Formen fuhrt, 
so entwickelt man oft diese Functionen nur nach den Potenzen einer der Ver- 
änderlichen ; aber alsdann sind die Coefficienten der Glieder der Reibe nicht 
mehr Constanten, sondern Functionen aller übrigen Variablen. Man kann da- 
her setzen: 
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fiiL, y, 1 . . .) = r(o, y, «,...) + f (0, y, «,.. Ott + ^" c^ > y '«'•••) -|j 

+ /*'"(0,y,a5,...) Yyg- + . . ., wo t*^V*^f***y ... die Differentialqaotienten« 
von /" in Beziehung auf die Veränderliche x bezeichnen. 

VIII« Srftltepuiiss-lletltodeii« 

S. 49. 
Weglassen höherer Potenzen kleiner Grössen. 

Aus dem Gesichtspuncte der Annäherung wird man für ein 
sehr kleines h näherungsweise und mit steigender Richtigkeit 
setzen können: 

Ax+h)=Ax) + Y/-'(x) 

u. s. w. 
was z. B. in folgenden Fällen Anwendung findet. 
Von der Gleichung 

Ax) = 
sei a em naher Werth für die Wurzel x , und der Fehler = z j also 
x = a + z. Nach der Taylorschen Reihe ist nun 

/•(« + z) =/(«)+ z/' (a) + ^/^' C«) + ...= 0, 

folglich, wenn z so klein ist, dass man annähernd die höheren Po- 
tenzen von z gegen die erste vernachlässigen kann, so wird 
f{a) + z/' C«) = , und demnach 

^ /'(«) 

Dadurch findet man einen noch näheren Werth der Wurzel. Natür- 
lich muss man dabei überzeugt sem, dass in jener Reihe sämmtliche 
Glieder mit höheren Potenzen von z in Vergleich zu den beiden 
ersten Gliedern unerheblich sind, und nicht etwa die beiden ersten 
Glieder wegen f(a) und f* (a) so gering ausfallen , dass die darauf 
folgenden Glieder von verhältnissmässig bedeutendem, ja selbst über- 
wiegendem Inhalte werden. — Noch schneller würde man dem wah- 
ren Werthe der Wurzel sich nähern, wenn man auch das Glied mit 
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z^ berücksichtigt, und nur die höhere Potenzen von z enthaltenden 
Glieder ausser Acht lässt. Dann ist 

/•(a) + z/''Ca)+-| /•"(«) = 
also z=^- ^^^^ 

wo es hinreicht, im Nenner statt z den obigen Werth = "/vV^ 
zu setzen, wodurch man 



z = 



[/'c«)r-4"^^''^^'*^''^ 



erhält. 

Oeflers ist es in der Praxis zweckmässig, ein System von Glei- 
chungen irgend einer Art näherungsweise auf Gleichungen vom 
ersten Grade oder lineare zurückzufuhren. Z. B. Zwischen den 
Grössen Xi,X2,x.i,... sind Gleichungen Fi=0,F2 = 0,F3=0,... ge- 
geben. Man bestimme zuerst die x näherungsweise, so dass. ihre 
wahren Werthe durch Ci -f- ^i , C2 + ^2, C3 + §3, . • . sich ausdrücken 
lassen, wobei die | sehr kleine Grössen sein werden, die wir nähe- 
rungsweise als Differentiale behandeln, d. h. bei welchen wir die 
Quadrate und höheren Potenzen, so wie auch die Producte von ver- 
schiedenen I weglassen können. Nach der Taylorschen Reihe folgt 
dann aus 

F(X„X2,X3,..0 = 

die entwickelte Form 

wo in F und seinen Differentialquotienten überall statt der x die c 
zu setzen sind. 

§. 50. 
Princip der Proportionalität kleiner Veränderungen. 

Wenn in der Taylorschen Reihe h sehr klein ist, so hat man 
näherungsweise : 

/•(x + h)-/-Cx)=-^b 

Daraus ergiebt sich, dass die Differenzen einer (stetigen) Function 
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den Differenzen der Variablen beinah proportional sind, wenn die 
DiJQTerenzen sehr klein sind; dies ist desto genauer, je kleiner die 
Differenzen, Nämlich man hat näherungsweise 

/'Cx + h)-Ax) _ h 

Ax+hi)-Ax) hl 

Nol* bei einer FuDction des ersten Grades ist dieser SatE für jede beliebigfe 
Differenz vollkommen streng; jede andere Function wird dadurch nur in 
ihren kleinen Aenderungen natierungsweise auf eine Function des ersten 
Grades Zurückgeführt. 

Bekanntlich hängt dieser Satz damit zusammen, däss jeder Curvenbogen 
um so mehr einer Geraden sich nähert, je kleiner der Bogen ist. 

Die Fruchtbarkeit und Anwendbarkeit des so einfachen Princi- 
pes der Propoi*tionalitit kleiner von einander abhängi-^ 
ger Veränderungen ist leicht einzusehen, und es beruhen auf 
depiselben viele der wichtigsten Anwendungen der Analysis, wie 
z. B. die folgenden Fälle zeigen: 

L Wenn eine veränderliche Grösse x zwischen engen Grenzen 
schwankt, so kann man jede Function von x ohne merklichen Fehler 
auf die Form a + bx, d. tu auf die einlkchste Gestalt bringen. Dies 
ist das allgemeine und einfachste Verfahren der Approximation, dessen 
sich die 'Analysten bedienen, z. B. in der Physik, wenn sie Unter- 
suchungen dem Caicul unterwerfen wollen, die in ihrer ganzen Allge- 
meinheit sich jeder mathematischen Behandlungsweise entziehen. 

IL Aus derselben Quelle entspringt unmittelbar die so häufig 
gebrauchte Theorie der Proportionaltheile, beim Interpoliren. 
Wir betrachten y = /*(x), und 

für x==a sei y±=/1fa), 

für x=2b sei Y=fO>)i 

t&T x:^c sei y=r/'(c). 

Wenn nun /ta) und /"(c) nur wenig von /*(b) abweichen, so ist 

nfiherungsweise die Anwendung der Proportionaltheile gestattet, so 

dass man hat: 

Ac)-Aa) c-a 
Hier kann man /*(b) als das Gesuchte beti^chten , oder a , n. s. w. 
und näherungsweise finden. — Dies Verfahren ist bei allen Functionen 
anwendbar, wenn sie nur innerhalb des durch a,b,c bestimmten Ge-« 
bietes von Werthen der Veränderlichen continuirlich sind. 

III. Unmittelbar mit dem Vorhergehenden hängt zusammen die 
nfthefungsweise Proportionalität zwischen den Fehlern 
in den Hypothesen und den Fehlern in den Resultaten 
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wenn die Fehler nnr klein sind. Es sei eine Grösse x durch 
die Gieichnng 

bestimmt, und a und b seien zwei nur wenig vom walu*en Werthe 
des X abweichende Hypothesen, also die Resultate /*(a) und /^(b) nur 
wenig von Null verschieden. Die Fehler der Hypothese und die Feh- 
ler des Resultates sind also 

bei der ersten Voraussetzung: a — x, /'(a), 

bei der zweiten Voraussetzung: b — x, /Xb). 

Je näher die beiden aufgestellten Hypothesen der Wahrheit liegen^ 

oder je kleiner die beiden Fehler a — x, b— x dieser Hypothesen 

sind, desto näher wird auch das Verhältniss derselben, oder desto 

a— X /*(a) 

näher wird die Grösse -g— — der Grösse \, , ^ liegen, so dass die 

Gleichung 

^^^ b-x f(b) 

der Wahrheit desto näher kommt, je kleiner die Fehler der beiden 
Voraussetzungen sind. (Nur bei einer Gleichung des ersten Grades 
würde die angegebene Proportionalität vollkommen genau sein.^ 

$. 51. 

Näherungsweise Auflasttng einer Gleichung mit einer unbekannten 

Grösse. 

In der gegebenen Gleichung 

kann man u als eine Function von x ansehen, die für den gesuchten 
Werth von x gleich Null ist. Lässt man in diesem Ausdrucke x in 
x-|-(a — x), das heisst in a übergehen, so hat man nach der Taylor- 
sehen Reihe 

und ebenso erhält man, wenn x in x-f-(b — x) oder in b übergeht, 

u" = «+(b-x)-^+-^^^— ^+... 

Je kleiner aber die Grössen (a — x) und (b — x) sind, d. h; je näher 
die beiden Hypothesen x = a und x = b der Wahrheit liegen, desto 
mehr wird man auch, in den beiden Reihen, die. zweiten und höheren 
Potenzen dieser Grössen gegen die erste in einer blossen Annähe- 
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nmg weglassen können. Bleibt man bei den ersten Potenzen von^ 
(ä — x) und (b-^x) stehen, und beachtet, dass (u' — u) und(u"— u) 
die Fehler der Resultate sind, so erhält man die Gleichung Ct) des 
vorigen Paragraphen. 

Diese Gleichung giebt einen verbesserten Werth von x, welcher 
der Wahrheit näher liegt, als die beiden vorhergehenden x=a und 
x = b, so dass man daher mit dieser neuen Hypothese, in Verbin-» 
düng mit einer der vorhergehenden, dieselbe jetzt bereits mehr ge- 
sicherte Rechnung wiederholen, und so, durch Fortsetzung der Ope-» 
ration , dem wahren Werthe der gesuchten Wurzel immer mehr sich 
nähern kann. Man wird das Verfahren so lange fortsetzen, bis zwei 
auf einander folgende Näherungswerthe in der erforderlichen Anzahl 
von DecimalsteUen mit einander übereinstimmen. 

Dieses Verfahren ist die sogenannte regula falsi (oder viel- 
mehr regula prope veri), welche eine Näherüngsmethode zur Auf- 
lösung aller numerischen Gleichungen liefert, die an Leichtigkeit und 
Allgemeinheit alle anderen Methoden übertrifft 

$. 62. 

Näherimgswme Auflamng zweier Grlekhungen mit zwei unbe^- 
kannten Cfrössen. 

Auch die auf zwei Veränderliche erweiterte Taylorsche Reihe 
lässt sich bei einem Näherungsverfahren anwenden, wie das folgende 
Beispiel zeigt. 

Man habe zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Grössen, die, 
wie oft der Fall ist, so untereinander verwickelt sind, dass man sie 
durch die gewöhnlichen Mittel der Elimination nicht trennen kann; 
dann lassen sich die Unbekannten durch folgende Näherung bestim*- 
men. Es seien 

u=:/'(x,y) = 0, v = FCx,yD = 
die zwischen x und y gegebenen Gleichungen. Geht x über in 
x4-h = a und y in y-|-k=b, so geht ü und v über in 
/ , . <2u , , ff u 

«'=" + ••& +''157 

wo a und b die Hypothesen, und u' — u =a, v'— v = /9 die Fehler 
dieser Hypothesen sind. — Geht aber x über in x-f-h'=a', und y 
in y-fk's=b^ so ist ebenso 

5* 
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WO a', b' die Hypolhesen, und u"— u = of', v" — ¥=/?* die Fehler 
dieser Hypothesen smd. — Geht endlich x ffll^er in x4-k''=>'S und 
y in y-|-k" = b", so ist 

wo a'', b" die Hypothesen, und u'"~u = a", v'" — v=/?" die Feh- 
ler dieser Hypothesen sind. — Dies vorausgesetzt haben wir daher 
folgende sechs Gleichuugen: 

^ -V ^^'^ I xt ^ du 

«"=(a"-x)*+Cb"-y)-|. 

Eliminirt man dann aus diesen sechs Gleichungen die vier Grössen 
•^, -^j-j- und -^, so erhält man für die gesuchten genäherten 
Werthe von x und y 

x = a+|-Ca'-a) + 4^*"^*^ 
y = b + -J-Cb'-b) + A(b"-b) 
wo der Kürze wegen gesetzt wurde 
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WJL. Fernere Anwendmiseii derlHIforentiiilreeluftiuiff. 

$. 53. 
Uebersickf. 

AUe Anwendungen der Differentialrechnung gründen sich auf 
den Gebrauch der Taylorschen (oder Maclaurinschen) Reihe. Wir 
betrachten in diesem Abschnitte die Messung der Geschwindigl^eit 
und Beschleunigung einer Function, so wie auch die allgemeine Theorie 
der grössten und kleinsten Werthe für eine Function von einer oder 
mehreren Veränderlichen, welche eine der wichtigsten Untersuchungen 
der Analysis bildet. 

S. 54. 
Geschwindigkeit und Beschleunigtmg einer Function. 

Es giebt zwei Functionen^ deren Gang für den menschlichen Geist 
am leichtesten zu erfassen ist, nämlich die ganze rationale Function 
vom ersten und die vom zweiten Grade: a + bx und a + bx-J-cx*, 
welche Functionen als die beiden elementaren erscheinen (denen 
gerade Linie und Parabel entsprechen). Mit denselben, wie mit einem 
Maase, vergleicht man jede Function in ihrem Gange, um die Schnei^ 
ligkeit der Veränderung in jedem Zustande aufzufassen. — Diese 
Vergleichung (oder Assimilation) zweier Functionen beruht überhaupt 
auf folgender Betrachtung: Wenn zwei Functionen y=/'(x) und 
y = jF(x) für dasselbe x denselben Werth für y und rfy haben, so 
stimmen beide Functionen in zwei stetig auf einander folgenden 
Werthen überein; wenn aber für dasselbe x die Werthe von y, rfy 
und <!^y in beiden Functionen übereinstimmen, so fallen die Functionen 
in drei nächstfolgenden Zuständen zusammen; p. s. w. 

I. Die Function des ersten Grades 
y = a-|-bx 
ändert sich gleicfamässig (gleichförmig) mit x, d. h. die Differenzen 
des y sind den zugehörigen Differenzen des x proportional (mögen 
die Differenzen endlich oder unendlich klein sein}; also gleichen Aen- 
derungen von 7^ entsprechen auch gleiche Aenderungen von y. Be- 
zeichnet man zugehörige Aenderungen durch Jx und J^, so ist 

^yssb^x; ändert sich x um 1, so ändert sich y um — JL=b. 
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Bei einer Function de$ ersten Grades ist auch ^ - = -^ • Demnach 
hat man für eine Function des ersten Grades: 

wo b positiv oder negativ ist, je nachdem y wächst oder abnimmt. 
Dieser constante Quotient misst an der Function die Geschwindig- 
keit ihrer Aenderung (im Verhältniss zu x). Die Function des 
ersten Grades ändert sich durchgängig, d. h. für alle Werthe des x, 
mit derselben Geschwindigkeit, so dass sie in ihrem Gange eine be- 
stimmte Geschwindigkeit darstellt« Keine andere Function hat diese 
Eigenschaft. 

Wir vergleichen nun jede beliebige Function 

mit einer Function des ersten Grades 

yi==AxD^a + bx. 
Lassen wir in beiden dasselbe x um h wachsen, so giebt die Taylor- 
scbe Reihe; 

Ffx + hl -v4-i3Lh 4.i?!lJ?l 4- ^ J?^4- 

Ax + h)=y, + ^h 

Ist nun Cbei demselben x) y = yi , und lässt man h unendlich Uefai 
werden^ damit die höheren Poten^sen von h gegen die erste ver- 
schwinden, so fallen beide Entwickelungen zusammen, sobald ausser»» 

dem noch -v^ = -J^ ist. Dann bestimmen sich in der Function 

yi t= a-f- bx die beiden Constanten a und b aus den beiden Gleicbongen 

v.-v .^-^ 

das ist 

a+bx = y;b=^ 

Demnach ist jede Function y=:j^Cx3 mit einer Function des ersten 

Grades oder gleicbmässigen (gleichförmigen) Function in i^wei nächst 

folgenden Werthen Cdie zu x und x-^-dx gehören) zusammenMend, 

dy 
und der erste Difierentialquotient -^ misst die Geschwindigkeit, 

womit die Function für das bestimmte x sich ändert, das ist die 
Yerftnderungs-Geschwindigkeit. — Um also die Gescbwin« 
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digkeil auch bei eiaer Function mit Cstelig) veränderlicher Ge- 
schwindigkeit, d. i* allgemein aufzufassen, muss man die ungleich- 
formige Function in ihren kleinsten Aenderungen als gleichförmig 
ansehen. 

II. Betrachten wir eine Function vom zweiten Grade 
y=a4-bx-}-cx* 
so ist hier die Geschwindigkeit nicht constant, sondern veränderlich, 

ds 
nämlich ^ = b-|-2cx = v, aber die Aenderung der Geschwindigkeit 

ist der Aenderung des x proportional, so dass gleichen Differenzen 

des X gleiche Differenzen der Geschwindigkeit v entsprechen. Man 

hat Jy = 2cJx^ mögen diese Differenzen endlich oder unendlich klein 

Jv 
sein: ändert sich x um 1, so ändert sich v um —7-= 2c. Auch ist 
' Jx 

hier —7- = -t-. Betrachtet man dx als constant , so wird — r- = 
Jx dx , ' ax 

dx _ cPy 



dx dx^' 
Grades : 



Demnach hat man für die Function des zweiten 
"^ dx ^d^^ 

^dT^-'d^^^'' 

Dieser constante Quotient misst an einer solchen Function die Aende- 
rung (Ab- oder Zunahme) der Geschwindigkeit, das heisst die Be- 
schleunigung der Aenderung Coder wenn er negativ, die Ver- 
zögerung). Eine Function des zweiten Grades wächst beständig mit 
derselben Beschleunigung, so dass sie in ihrem Verlauf eine bestimmte 
Beschleunigung (oder Verzögerung) darstellt. Keine andere Function 
hat diese Eigenschaft. 

Wir vergleichen nun eine beliebige Function 

y = FCx) 
mit einer Function de$ zweiten Grades 

y,=/-(x)=a + bx + cx» 
Lassen wir in beiden dasselbe x um h wachsen, so giebt diq Taylor- 
sche Reihe: 

F(x + h) = y +^h+^^ + ^^ + ... 



/'U+B=y,+ ^h+Ä-¥- 



■^""^"rfJ^T" 
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Ist nun für dasselbe x auch y = yi , und Iftsst man h ins Unendliche 
abnehmen, damit die höheren Potenzen von h gegen die zweite ver-* 
schwinden, so fallen beide Reihen zusammen, sobald ausserdem noch 

-^ = -^ und -jT = j % ist. Dann bestimmen sich in der Func- 
tion yi = a -j-bx-i-cx^ die drei Constanten a, b, c aus den drei 
Gleichungen : 

^'~^' dx ^W rfx* ""W 
das ist 

li + bx + cj^' = y; b+2c3^=x^; 2c = -g- 

Mit einer solchen Function des 2; weisen Grades öder einer gleich-' 
formig beschleunigten Function flllt jede (ungleichförmig beschleu- 
nigte) Function y=F(x) in drei nächst folgenden Zuständen C^ie 
zu XjX-^dx und X'^2dx gehören) zusammen, und der zweite 

DifferentialqHOiienl; -t-|- misst die Beschleunigung der Vetin- 

derung der Function für das bestimmte x. — Um also die Beschleu- 
nigung auch bei einer Function mit veränderlicher Beschleunigung, 
d. i. allgemein aufs^qfassen , muss man di^ ungleichförmig beschleu- 
nigte Function in, ihren kleinsten Aenderungen als gleichförmig be- 
schleunigt betrachten. 

Man sieht gleich, dass der Be^r^ff d^r Beschleunigung nii| dem def Kriift 
in der Mechanik unmittelbar zusammenhangt; nSmlich Kraft heisst in der Dy- 
namik die Ursache der Beschleunigung. Vor Erfindung der Differenlialrech- 
nung war inan nicht im Stande, eine (continuirliche) Kraft durch Milien t|l-i 
gemeinen arithmetischen Ausdruck zu messen, 

in. Es ergiebt sich, dass die Differentialrechnung unumgänglich 
nothw endig ist, um die höchst wichtige und fundamentale Aufgabe 
zu losen, iSeßphwindigkeit und Beschleunigung des Aenderns' bei jeder 
Function JP(x) für Jedes x zu messen. Eine Function des ersten 
Grades ändert sich mit ponstanter Geschwindigkeit, eine Function des 
zweiten Grades ändert sich mit constahter Beschleunigung; jene hat 
einen gleichförmigen Gang, diese einen gleichförmig beschleunigten. 
Um nun auch bei ungleichförmiger Veränderung sowohl Geschwindig- 
keit als Beschleunigung ßufzufajssen , vergleichen wir jede Function 
mit einer Function des ersten und des zweiten Grades, wozu nöthig 
ist, auf die kleinsten Veränderungen zuruckzugehei). Dann hat 
jede Function mit einer Function des ersten Grades ziye) nächste 



Zustände gemein, aber mit einer Function des zweiten Grades noch 
innigere Geroeinschaft, nämlich drei nächste Zustände geroein. Mit 
andern Worten: man betrachtet jede Cungl^ichförmige) Function in 
zwei nächsten Zuständen als gleichförmig, und in drei nächsten 
als gleichförmig beschleunigt. Daher misst der erste Differential- 
quotient von jPCx) die Geschwindigkeit des Aendems, und der 
zweite Differentialquotient die Beschleunigung des Aendems 
von FOO för irgend ein x. 

Anmerkaag. Die im Vorhergehenden entwickelte Bestiramang der Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung einer Function beruht auf dem Gebrauche 
der Taylorschen Bcihe, und setzt im Allgemeinen voraus, dass die Differen- 
tfalquotienten der Function für den betrachteten Werth der Variablen endliche 
und bestimmte AVerthe annehmen. Es ist also erforderh'ch, dass die Function 
lär diesen Werth continuirlich sei. Wenn dies nicht stattfindet, so besitzt die 
Function einen singuJfiren Werth, der eine besondere Untersuchung verlang 

Die Infinitesimalrechnung liefert^ wie wir gesehen haben, sehr 
leicht die bei der Anwendung so wichtigen zwei Grundformeln für 
die Theorie der ungleichförmigen Functionen, nämlich: 

. __ rfy _ rfv rf^y 

wo V die Geschwindigkeit und q> die Beschleunigung der Function 
y=F(x) für den Werth x bedeutet. 

Die ungleichmässig veränderlichen Functionen bilden das 
eigentliche Object der Differential- nnd Integralrechnung. Was die 
Regeldetri für die gleichmässig wachsende Function ax leistet, das 
thut die Analysis des Unendlichen für alle übrigen, nämlich die un- 
gleichmässig veränderlichen. Daher lässt sich sagen, dass, sobald 
man sich nur über die Regeldetri erhebt, man eigentlich schon mitten 
in die Differential- und Integralrechnung eintritt. 

Die Rechnung mit dem Unendlichkleinen verschafft den unermess- 
liehen Gewinn, jede Function in ihren unendlichkleinen Aenderungen 
auf die elementaren Functionen zurücklrüführen, das heis&t: un- 
gleichförmige Veränderung in den kleinsten Theilen (Elementen) auf 
gleichförmige zu reduciren. — Jede unendlichkleine Verände- 
rung erfolgt gleichförmig. 

Z. B. In der Geometrie wird das Krumme in den kleinstes Theilen auf das 
Gerade, in der Mechanik die ungleichförmige Bewegung in den kleinsten 
Theilen auf glefcbfArmige znrückgefQhrt. 
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S. 55. 
Maoehna %md Minima der Functionen einer VeränderKchen. 

Wenn ein besonderer Werth /*(a) der Function f(x) grösser als 
die Nachbarwerthe ist, so heisst er ein Maxim am; wenn er kleiner 
ist als die Nachbarwerthe, so heisst er ein Minimum. Also ein 
Maximum (grösster Werth) findet Statt, wenn die Function aus dem 
Wachsen ins Abnehmen übergeht, und ein Minimum (kleinster Werth) 
tritt ein, wenn die Function aus dem Abnehmen ins Wachsen über- 
geht. — Es ist möglich, dass eine Function weder ein Maximum noch 
ein Minimum hat (wie die Function des ersten Grades), aber auch» 
dass sie deren mehrere besitzt. 

Wir wollen nun die Werthe der Variablen x bestimmen, wenn 
solche vorhanden sind, die den grössten oder kleinsten Werthen der 
Function /*(x) entsprechen. Wenn der Werth a von x einem Maxi- 
mum der Function fiX) entspricht, so muss /"(a-J-h) — /*(a) negativ, 
und wenn a einem Minimum entspricht, so muss diese Differenz po- 
sitiv sein, für ein positives sowohl als negatives h, wie klein auch 
h sein mag. Um dies zu untersuchen, giebt es nur dann eine all- 
gemeine Regel, wenn der erste Differentialquotient der Function 
stetig ist in der Nachbarschaft von a, und diesen Fall allein wollen 
wur jetzt betrachten, indem wir fragen, ob die Function y=/*(x) für 
x=a ein Maximum oder ein Minimum wird. Entwickelt man /*(x^h) 
durch die Taylorsche Reihe, so erhält man allgemein: 

/•rvo-M />r^,- ^Ax) , , rfy(x) h» rfycx) h» 

Ax + h) -Ax)--^5^h+-g5^-2" + "■^?^"23^ 
Bei den kleinsten Werthen von h wird das erste Glied dieser Reihe 
grösser als die Summe aller nachfolgenden, also stimmt da^ Vor- 
zeichen der Reihe mit dem dieses ersteh Gliedes überein. Demnach 
erhält /"(a + h) — /*(a) für ein positives und negatives h verschiedene 
Vorzeichen, und also ist /*(a) weder ein Maximum noch ein Minimum, 

wenn nicht für x=a, —^^=0 wird. Ist dagegen bei diesem 

Werthe von x der Quotient '^ gleich Null, so wird f ür x s= a 
die Function ein Maximum oder ein Minimum, je nachdem bei diesem 
Werthe der Quotient ^\ — negativ oder positiv ausfällt, weil bei 
den kleinsten Werthen von h dies zugleich auch die Zeichen der 
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Differenzen Aö±*)-^A«5 ®^"^- Sollte aber für x=a auch der 
zweite Differentialquotient zu Null werden, so würde Yom dritten 
und vierten Quotienten dasselbe gelten, was vom ersten und zweiten 
bemerkt worden. U. s. w. — Es folgt also allgemein : Eine Function 
f(iO (deren Differentialquotienten continuirlich sind) ist für :s = a nur 
dann ein Maximum oder ein Minimum, wenn bei diesem Werthe von 
X eine ungerade Anzahl der auf einander folgenden Differentialquo- 
tienten verschwindet; ist diese Bedingung erfüllt, so findet ein 
Maximum oder ein Minimum Statt, je nachdem djer folgende Differen- 
tialquotient iOr x=:a negativ oder positiv ausfällt. 

Das allgemeine Verfahren zur Aufsuchung der Maxima und 
Itfinima einer gegebenen Function y=/'Cx) (mit Ausschluss derjeni- 
gen, welche -^ unendlichgross oder discontinuirlich machen), be- 
steht also darin^ dass man die Gleichung 

dx 

in Bezug auf x auflöst, wodurch man emen oder mehrere Werthe 

von X erhält. Diesen Werthen entspricht ein Maximum oder ein 

dPv 
Minimuni, je nachdem sie in -4-~- substituirt, diesen Quotienten ne- 



gativ oder positiv machen. — Sollte dieser zweite Differentialqno- 
tient auch zu Null werden, so müsste man auf den dritten und 
vierten Differentialquotienten übergehen , u. s. w. 

Hiufig kann man acbon aas der Natar des Gegenstandes entscheiden, ob 
ein Maximum oder ein Minimum stattfinden kann, und dann braucht man den 
«weiten Differentialquotienten, der aucli oft ziemlich verwickelt wird, nicht 
sn Ralhe xu ziehen. 

Es kann auch ausnahmsweise der Fall eintreten (welcher aber 
bei Anwendungen sehr selten ist), dass ein Maximum oder Minimum 
für einen solchen Werlh des x stattfindet, welcher die Differential- 
quotienten unendlichgross macht, in welchem Falle die Tayiorsche 
Reihe unbrauchbar wird» Dann kann man also die vorhergehenden 
Regebi nicht mehr anwenden, sondern muss in einem solchen Aus- 
nahmefalle auf specielle Weise den Gang der Functionswerthe unter- 
suchen. 

$. 56. 
Näherungsregel. 

Leicht ersieht man die folgende Näherungsregel: Eine (ste- 
tige) Function ändert sich in der Nähe eines Maximums oder Mini-» 
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nrams (zu beiden Seiten) sehr langsam (bleibt fiist cortstant), und 
erfährt in der Nähe eines Maximums oder Minimums fast dieselbe 
Veränderung, wenn die Variable um dieselbe Grösse ab- oder zu- 
nimmt 

Z. B. Die Dichtigkeit des Walsers nimmt In der Nihe seiner grösste» 
Dichtijgkeit sehr langsam ab, und die Dichtigkeiten des Wassers f&r zwei 
Temperaturen, die von der Temperatur seiner grössten Dichtigkeit, zu beiden 
Seiten innerhalb gewisser Grenzen, gleich weit abstehen^ sind einander gleich. 

Es ist nämlich 

/•(x + h) - Ax) =+ v w + y-r w ± -^r' W + . . . 

Diese Differenz hängt für ein sehr kleines h hauptsächlich vom Gliede 
mith ab; wenn aber fix) ein Maximum oder Minimum, also f'(x)=0 
ist , so wird diese Differenz gleich 

hängt also für ein sehr kleines h hauptsächlich vom Gliede mit h' ab» 
Folglich muss die Function, wenn sie ein Maximum oder Minimum 
wird, langsamer ab- oder zunehmen. 

Femer wenn fix) ein Maximum oder Minimum ist, also/*^(x)=0, 
so hat man für ein sehr kleines h, indem man die höheren Potenzen 
des h yemachlässigt, sehr nahe: 

welches Resultat vom Zeichen des h unabhängig ist. 

$. 57. 

Maxima und Minima der Functionen von mehreren 
Veränderlichen, 

Das Verfahren des %. 53 findet auch Anwendung bei Functionen 
von zwei Variablen. Wir setzen dabei voraus, dass die Taylorsche 
Reihe eine brauchbare Entwickelung giebt, wie es bei den meisten 
Anwendungen wirklich der Fall ist. Es sei gegeben 

Die Entwickelung von A^ + h, y f k)=Z liefert: 

Hier handelt es sich nur um das Zeichen dieser Differenz, worüber 
bei den kleinsten Werthen von b und k die Glieder der niedrigsten 
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Ordnung entscheiden. Soll nun die Function f&r x = a, y = b ein 
Maximum oder Minimum werden, so müssen, wie klein h und k 
auch sein mögen, die benachbarten Werthe, deren es hier 4 giebt, 
nämlich /*(a + h, b+k) im ersten Falle gleichzeitig kleiner^ im letz- 
teren aber grösser als /(a, b) sein, d. h. es müssen die vier aus 
Z — z hervorgehenden Differenzen gleichzeitig negativ oder positiv 
seim Damit dieses möglich sei, muss bei diesen Werthen von x=a 

und y=^b das Glied -^ h + "j^^ Null seih, und also, da cfie h und 

k unabhängig von einaiidter sind , eihzebi 

rfx -"' rfy " 
sein, ^md diese Bedingungen erfüllt j so muss ferner, damit z ein 
Maximum oder Minimum wird, die Grösse 

rfx* ' rfxrfy ' äy^ 
bei beliebig klemen positiven öder negativen Werthen von h und k, 
beständig negativ bleiben für ein Maximum, oder beständig positiv 
bleiben für ein Minimum. 

Wenn die Werthe a und b, welche die Glieder der ersten Ord- 
nung zu Null machen, auch die Glieder der zweiten Ordnung zum 
Verschwinden bringen, so ist aus dem Vorigen klar, dass ihnen nur 
dann ein Maximum oder Minimum der Function entsprechen kann, 
wenn auch die Glieder der dritten Ordnung für diese Werthe ver- 
schwinden. Ueberdies muss die Summe der Glieder der vierten Ord- 
nung beständig negativ sein, damit ein Maximum stattfinde, oder be- 
ständig positiv, damit ein Minimum eintrete. U. s. w. 

In den allcirmeisten Fällen Jässt sich schon aus der Natur des Gegenstandes 
entscheiden, ob die Function ein Maximum oder ein Minimum sein kann, und 
in jedem Falle, wenn die Entscheidung nicht unmittelbar möglich wäre,, wür- 
den die Ifachbarwerthe der Function (die su suchen, es oft bequemer ist, als 
auf die höheren Differentialquotienten fiberzugehen] hieriiber Aufschluss geben. 

Auf ähnliche Weise findet man die Bedingungen für das Maxi- 
mum oder Minimum einer Function, wenn die Anzahl der Variablen 
grösser ist. Es sei z. B. die Function 

u=Ax,y,« 
gegeben. Dann müssen die Werthe der Variablen x, y, z, welche 
einem Maximum oder Minimum der Function u entsprechen, den drei 
Gleichungen 
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genügen, und ferner iit nöthig, dass bei beliebigen kleinsten Werthen 
von g,Ii,k die Summe der Glieder der zweiten Ordnung in der Ent- 
wickelung Ton /*Cx-f gyY+M+l^) ^ Vorzeichen nicht ändert. 

«. 58. 
Maxima und Minima der unentwickelten Functionen. 

Bisher haben wir Maxim« und Minima von entwickelten Functio- 
nen betrachtet. Jetzt aber sei 

V=/'Cx,y,z,t,..;) 
eine Function von m-f:n veränderlichen Grössen | welche durch n 
Bedingungsgleichungen 

(1) L=0,M = 0,N=0,... 

mit einander verbunden sind, so dass m Veränderliche unabhängig 
bleiben. Nun soll die Function V ein Maxiauun oder Minimum wer« 
den. Dann muss man die partiellen Differentialquotienten dieser Func- 
tion nach jeder der unabhängig Variablen gleich Null setzen , oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, das totale Differential dieser Function 
gleich Null setzen für beliebige Werthe der unabhängigen Differen- 
tiale. Das nächstiiegehde Verfahren wäre nun hier^ vermittelst der 
gegebenen n Gleichungen eben so viel Variable zu eliminiren, so dass 
V als Function von m unabhängig Variablen erscheint. Aber diese 
Weise des Eliminirens ist im Allgemeinen schwierig oder selbst un- 
möglich. Man verßihrt deshalb auf folgende Weise. 

Wenn man V zu einem Maximum oder Minimum machen will, so 
muss man dV=-0 oder 

setzen. Ausserdem geben die n Bedingungsgleichungcn differenzirt: 

rfL:=0, rfM = 0, rfN=0, ... 
das sind die Differentialgleichungen: 

<{L j , dL j , dL , , ^ 

I rfM , , dU j . rfM • , ^ 
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Wären nun alle Vaiiablen x, y, z, t, ... völlig nnabbSngig, so wfirden 
die Differentiale dXy dj, dz^ dij ... willkürlich sein, und die Glei- 

chung C2) würde die separirten Gleichungen --z— = 0, -t— = 0, 

jy 

-—=.0, ... zur Folge haben. Aber die Werlhe dieser Differentiale 

müssen zugleich auch den Gleichungen (3) genügen. Man wird des- 
halb mittelst der n Gleichungen (3) die Werthe von n abhängigen 
Differentialen bestimmen, in die Gleichung (2) substituiren, und in 
dieser die Coefficienten der m willkürlich bleibenden Differentiale 
einzeln gleich Null setzen. Hit andern Worten : Man muss zwischen 
allen n-|-l Gleichungen (2) und (3) n Differentiale eliminiren, und 
die Coefficienten der in der Endgleichung übrigbleibenden m Diffe^ 
rentiale gleich Null setzen. Diese m Gleichungen in Verbindung mit 
den n Gleichungen C^) geben dann die gesuchten Werthe von 
X, y, z, t, . • . , welche die Function V zu einem Maximum oder Mini- 
mum machen. Diese Methode erfordert nur Eliminationen zwischen 
Gleichungen des ersten Grades. — Aber zu demselben Resultate kann 
man viel einfacher gelangen, nämlich die Elimination zwischen den 
Gleichungen (2) und (3) lässt sich am elegantesten durch die Me- 
thode der unbestimmten Multiplicatoren, wovon man häufig in der 
Analysis Gebrauch macht, bewerkstelligen. Man multiplicire die Diffe- 
rentialgleichungen 

rfL=0, €fM = 0, £nr=o, ... 
respective mit den unbestimmten Factoren A, /u, y, ... und addire sie 
zur Gleichung dV^Oj wodurch man die einzige Gleichung 

€iV + A«a+|urfM+yrfN + ...=0 
erhält, das jst: 

rfV , , rfV , . rfV , , 

. n/^L . ■ dh ^ , dh r , \ 

. /diu, , du r , rfM , , \ \ = 
+ K-Sx^^ + :^^y + -rfz-^" + -j 

+ ... 

Indem man nun über A, f^, v, ... angemessen verfügt, kann man da- 
durch die Ck)efficienten derjenigen Differentiale, welche man elimi- 
niren will, zu Null werden lassen; sodann hat man die Coefficienten 
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der übrigen Differentiale, welche willkürlich bleiben, gfleich Null Xfl 
setzen. Dieses kommt aber offenbar auf dasselbe hinaus, als wenn 
man alle Veränderlichen wie unabhängige betrachtet hätte, und folg-» 
.lieh die CoeiBcienten aller Differentiale dx^dy^, dz, di^ ... in der Glei- 
chung ^V-|-AdfL4-.-« = einzeln gleich Null gesetzt hätte. Man 
erhält dadurch eben so Viele verschiedene Gleichungen, welche in 
Verbindung mit den gegebenen Gleichungen L e« 0, M « 0, N = 0, . . . 
genau die nöthige Anzahl geben, um daraus sowohl die unbestimm- 
ten Multiplicatoren A, /ti, v, . • . zu eliminiren , als auch die gesuchten 
Werthe der Variablen x, y, z, t, ... bestimmen zu können. — Wir 
bemerken noch, dass diese Rechnung ebenso ist, als wenn man das 
absolute Maximum oder Minimum von Y-j-XL+fM^ ... suchen, und 
nachher auf die Gleichungen L=sO, MssO, ... Rüdisicht nehmen 
wollte« 

$.59. 
Methode der kleinsten Quadrate. 

Eine sehr wichtige Anwendung der Lehre vom Maximum und 
Minimum ist die Methode der kleinsten Quadrate, deren man . 
sich bedient, um aus einer grossen Anzahl von Beobaebtungen die-* 
jenigen Resultate zu erhalten, welche mit der Gesammtheit der B^ 
obachtungen am besten übereinstimmen. — Es ist ttämlich für den 
Menschen unmöglich, beim Messen irgend dner Grösse absolute Ge- 
nauigkeit zu erlangen , daher alle Beobachtungen und Versuche stets 
mit Fehlern behaftet sind wegen UnvirflkommenheH. der Sinne und 
Instrumente. Man wiederholt also die Beobachtungen mit der grössten 
Sorgfalt, so dass sie sämmtlich gleiches Vertrauen verdienen, und 
combinirt dann dieselben auf eine solche Weise, dass die daraus ab- 
geleiteten Resultate mit den möglich kleinsten Fehlern behaftet sind.— 
Die Fehler werden theils positiv, theils negativ sein. Jeder Fehler 
ist als Verlust anzusehen. Damit nun ein negativer Fehler nicht als 
Vortheil erscheine, was offenbar widersinnig ist, so drückt man die 
Grösse des Verlustes durch eine gerade Potenz des Fehlers aus, weil 
diese positiv bleibt, der Fehler mag positiv oder negativ sein. Die 
einfachste gerade Potenz ist die zweite, und die einfachste Combi- 
nation ist die Summe. Demnach besteht die einfachste Methode, die 
Fehler auf den klemsten Werth zu bringen, darin, das Minimum ihrer 
Quadratsumme zu suchen. Bei der Anwendung dieser Methode kom- 
men hauptsächlich folgende Fälle vor: 
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U Der einfachste Fall ist hier, wenn nut eine Grösse x ge-* 
sucht wird« Hat man dafür bei n mal wiederholten Beobachtungen 
die Werthe ai, ai^a3,...aB gefunden, so muss man, nach der ange- 
gebenen Regel, X so bestimmen^ dass 

(X— ai)*+ (X — aa)« + (x — aÄ)^ + .*. + (x-a,)*=:Min/ 
wird. Hieraus ergiebt sich sofort 

j^__ at +»> + ft8 + **» + »*i 
n 
d. h, das arithmetische Mittel aus den beobachteten Werthen. 

H. Zusammengesetzter ist der folgende Fall: Die gesuchten 
Grössen sind unabhängig von einander, aber sie können nicht unmit- 
telbar beobachtet werden, sondern statt ihrer werden andere Grössen 
beobachtet, welche mit ihnen in einem bestimmten Zusammenhange 
stehen. Dieser Fall kommt vorzüglich in der Physik vor, bei Be- 
stimmung der Constanten in einer empirischen Gleichung. — Es sei 
z. B. y eine Function-von x von folgender Form: y ?=ax" -{" h** + cxp; 
man kennt die Exponenten m, n, p, welche häufig z. B. die Zahlen 
0, 1, 2, oder 1» 2, 3 sind; und zur Bestimmung der Ck)efficienten 
a, b, c hat man für zahlreiche Werthe von x die entsprechenden 
Werthe von y (mit . gleicher Genauigkeit) beobachtet. Waren diese 
Werthe von y genau, so brauchte man deren zur Bestimmung der 
drei Coefficienten a, b, c nur drei; da sie aber alle mit Beobach- 
tuDgsfehlern behaftet sind,. so wird, wenn man sich für a^ b, c die 
richtigen oder wenigstens die der Wahrheit möglichst nahe kommen- 
den Werthe, für x und y aber die zusammengehörigen Beobachtungs- 
werthe gesetzt denkt, die Gleichung zwischen x und y niemals genau 
erfüllt werden, oder die Differenz 

ax" + bx* -f cxP — y i=j u 

wird niemals genau Null sein, sondern bald einen positiven, bald einen 
negativen Fehler darstellen. Man bestimmt nun die unbekannten 
Werthe von a, b, c so, dass die Summe aller Quadrate von u mög- 
fichst klein sei. Man setze demnach 

agi + bh, + eil — yi == Ui 

ag2 -f hhi + cli — ya = Ui 
allgemein : ag, + ^K 4 ^K — Y« = "• 
in welchen Gleichungen gi, hi, li die Werthe bedeuten, welche die 
Potenzen x", x", x' für x=xi erhalten, wobei yi der beobachtete 
Werth von y ist; eben so wie g2, hi, U dem Werthe Xi entsprechen, 
für welchen y^ der beobachtete Werth von y ist; u. s. f. für die 



88 

übrigen. Alsdann soll tlso die Summe ai^ + ui^ + -'*- + V ®'* ^'~ 
nimnm sein; oder 

(ag, f bh.+clt— yiy + (ag, + bli,+cl,~yO»+...=Mln. 
Da die Werthe von a, b, c unabhängig von einander sind, so moss, 
um vorstehende Quadratsumme mög^chst klein zu machen, jeder ihrer 
drei Differentialquotienten nach a, b, c iur sich Null gesetzt werden. 
Nimmt man also den Differentialquotienten zuerst nach a, und setzt 
ihn Null, so erhält man folgende Gleichung: 

Cagi + bhi + cli — yOg, +(agi + bh.i + cli— yOgi+...=0 
welche zur Abkürzung folgendermassen geschrieben werden mag: 

aig^+bSig+cJ^gl^:^ 
Auf dieselbe Weise erhält man noch zwei Gleichungen , indem man 
die Differentialquotienten nach b und c Null setzt, nämlich: 
aJ^gh + b2h» + c Jhl =2hy 
a-Sfel+bJhl + cja^^^ly 
Aus diesen drei Gleichungen sind die Werthe von a, b, c zu be- 
rechnen, welche sich der Gesammtheit der Beobachtungen am besten 
anschliessen. -* Uebrigens ist schon von selbst einleuchtend, dass 
die Quadratsumme einen bestimmten grössten Werth nicht hat (weil 
man sich nach allen Richtungen von den Beobachtungen immer mehr 
entfernen kann), einen kleinsten dagegen haben muss. 

III. In den Ausgleichungs-Rechnungen der praktischen Geometrie 
kommt besonders häufig der Fall vor, dass die gesuchten Grössen 
zwar unmittelbar beobachtet werden, aber nicht unabhängig von ein- 
ander sind, sondern zwischen ihnen bestehende Bedingungen erfüllen 
müssen. — Man habe für n Grössen Xj, Xi, Xs, ••• x» durch Be- 
obachtungen von gleicher Genauigkeit die Werthe: I19 $i^ §8» ••• 1« 
gefunden, und die n Grössen x sollen m Bedingungsgleichungen 
Fi=0, Fi=0, F3=0, ... F«=0 genügen, wobei immmer m^n 
ist. Sind ^1, ^i, ^39 ••• ^a die Fehler der Beobachtungen, so hat 
man ^i— ^1, ^2 — Jb, ^a — ^3, ... §• — ^» an die Stelle von Xi, Xi, 
xs, ... X. in den Bedingungsgleichungen zu setzen, damit die^e er- 
fallt werden. Nach der Methode der kleinsten Quadrate sind nun die 
J so zu bestimmen, dass 

ein Minimum wird, mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichungen Cwie 
§. 58 lehrt). — Wir bemerken noch, dass wenn hier, wie sehr häufig 
vorkommt, die Bedingungsgleichungen nicht linear (oder vom ersten 
Grade) sind, man auf folgende Weise verfahrt: Behandelt man die^^ 
ihrer Kleinheit wegen, durch Weglassung ihrer höheren Potoiien 
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and Prodiicte, als Differentiale , so giebt jede Gleichung F=:0 mit- 
tekl der Taytorschen Reihe: 

wo man in F nifd dessen Differentialquotienten durchgängig die 
beobaditeten ^ statt der x zu isretzen hat. Solche Gleichungen haben 
gegen die Gleichnngen F^ den Vortheil, dass sie linear sind. 

Ueber die Anwenditng der Methode der klemsten Quadrate auf 
göoditische Aufgaben siehe: Die Ausgleichungs- Rechnungen der 
praktischen Geometrie von Ch. L* Gerling. 1843. 

$.60. 

Princip des kleinsten Zwangs (oder der grösstmöglichen Freiheit) 
als Grundgesetz der Natur. 

Wenn auf ein System materieller Puiicte gegebene Ktäite wirken, 
so können die AngriflG^uncte derselben, wegen des unter ihnen 
bestehenden Zusammenhanges, sich iih Allgemeinen weder nach den 
Richtungen dieser Kräfte, noch mit den Geschwindigkeiten, welche 
diese Kräfte den gegebenen Puncteh , wenn dieselben isolirt wären, 
nach Maas der in ihnen vereinigten Massen ertheilen würden, be- 
wegen 9 sondern diese Puncto sind genöthigt, andere Richtungen 
einzuschlagen, und andere Geschwmdigkeiten anzunehmen. 

Hs ist nun sehr merkwördig, sagt der grössfe Mathematiker 
unseres Jahrhunderts, dass die freien Bewegnngen, wenn sie mit 
nothwendigen Bedingungen nicht bestehen können, von der Natur 
ge^de auf ^ dieselbe Art modificirt werden , wie der rechnende Ma- 
thematiker, nach der Methode der kleinsten Quadrate,. Erfahrungen 
ausgleicht, die sich auf untereinander durch nothwendige Abhängig- 
keit verknüpfte Grössen beziehen. 

Gauss hat nämlich das allgemeine Grundgesetz der 
Mechanik in einer neuen Form dargestellt, welche unmittelbar die 
Bewegung Wie das Glefailigewieht umfesst, so dass auf dasselbe die 
gieinmiünte Mechanik gegründet werden kanir. Dieses Grnndprincip ist 



Die Bewegung eines Systems materieller auf was immer für 
eine Art unter sich verknüpfter Puncto, dereii Bewegmigen sogleich 
an irifs imitier filr äussere Beschränkungen gebunden sindj geschieht 
in'Jedem Augenblick in möglich grösster Uebereinstimmung 
mit der freien Bewegung, oder unter möglich kleinstem 

6* 
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Zwange, indem man als Maas des Zwanges, den das ganze System 
in jedem Zeittheilchen erleidet, die Summe der Producte aus dem 
Quadrate der Ablenkung jedes Punetes von seiner freien Bewegung 
in seine Masse betrachtet. 

Sind nämlich ni,m',m'', ... die Massen der Puncte; a,«',»'^*-« 
ihre Orte zur Zeit t; b,b',b", ... die Orte, welche sie nach der un- 
endlich kleinen Zeit dl, in Folge der während dieser Zeit auf sie 
wirkenden Kräfte und der zur Zeit t erlangten Geschwindigkeiten 
und Richtungen, einnehmen würden, falls sie allQ vollkommen fird 
wären;, so werden die wirklichen Orte c,c',c'', ... diejenigen 8ei% 
für welche, unter allen mit den Bedingungen des Systems verein- 
baren, 

ni (bc)« + m' (b' cO* + m" (b" c")* + . . . 
ein Minimum wird. 

Das Gleichgewicht ist offenbar nur ein einzelner Fall dieses 
allgemeinen Gesetzes (indem dann blos die Puncte a selbst an die 
Stelle der Puncte c treten), und die Bedinguog diifur, dass 

m(ab)«+m'(a'bO* + m"(a"b'0* + ... 
selbst ein Minimum sei, oder dass das Beharren des Systems im 
Zustande der Ruhe, der freien Bewegung der einzelnen Puncte näher 
liege, als jedes mögliche Heraustreten aus demselben. 

Alle Folgerungen aus dem aufgestellten Grundprincipe der 
Mechanik stimmen mit den Natur-Erscheinungen überein, und dieses 
Princip enthalt wohl den erhabensten Gedanken, welchen die Natur- 
wissenschaft bis jetzt aufweisen kann. ^ , 

Das Princip der Mechanik roiuf fiir die geMmmte If alurwiMenschafl Ton 
der grÖMten Wichtigkeit sein, weil alle YerinderungeD der Körperwell (wie 
schon Aristoteles einsah) in unserer Vorstellung auf Bewegungen zurfick- 
kommen« 

$.61. 
Uebersicht des Ganges einer Function. 

Man ist durch die bisherigen Betrachtungen jun Stande, den 
Haag einer Function /*(x) von einer Variablen x für alle reellen 
Werthe von x, die von — oo durch bis + ^ ^^^^^S &uf einander 
folgen, zu bestimmen. 

Wird h unendlichklein gedacht, so drückt x-|-h den dem x 
nächstvorhergehenden und auch den nächstfolgenden Werth von x 
aus, wenn h einmal negativ und dann positiv genommen wird; man 
hat nach der Taylorschen Reihe: 
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Ax + h)-Ax)=/'(x)h+/"(x)^ +/-'"(x)^ + 



Betrachtet man nun alle die reellen Werthe von x, für welche die 
Function /*(x) und ihre Differentialquotienten bestimmte reelle Werthe 
erhalten, also weder unendlichgross noch Imaginär werden, so folgt: 

1) fXx) ändert sich mit x zugleich stetig, weil dieAenderung 
von fOO zugleich mit der von x unendlichklein wird. 

2) Die Geschwindigkeit des Aenderns, von jedem x aus, 
wird durch p (x) gemessen, und die Beschleunigung des Aendems 
wird durch /*" (x) gemessen. 

3) Wenn für einen Werlh von x,/''(x)=0 ist, und zugleich der 
erste nicht verschwindende Differentialquofient von gerader Ordnung 
ist, so wird ßr denselben Werth von x,/'(x) ein Kleinstes oder 
ein Gross t es, je nachdem dieser Quotient positiv oder negativ ist. 

4) Ist /*(x) zwischen x=a und x=b stetig, und haben /"(a) 
und /"(b) entgegengesetzte Zeichen, so liegt zwischen a und b we-< 
nigstens ein Werth von x, welcher fXx) gleich Null macht. 

ü. s. V. 

$. 62. 
Bemerkenswerihe Functionen^ 

I. Dass die ganzen rationalen Functionen des ersten und zwei- 
ten Grades wegen ihrer einfachen Differentialverhältnisse wichtig 
sind, haben wir bereits im §. 54 betrachtet. 

IL Durch Einfachheit des Differentialverhältnisses ist auch die 
(einfachste) Exponentialfimction ausgezeichnet, daher dieselbe in der 
ganzen Analysis von so grosser Wichtigkeit ist, auch oft in der 
Natur vorkommt. Nämlich wenn 

y=e»*+'», oder /y=ax -hb 

so ist -^sray 

d. h. y ist eine solche Function von x, dass die Geschwindigkeit des 
Aendems von y proportional dem y selbst ist. 

Hier ist a eine constante Grösse, positiv oder negativ, je nachdem y wächst 
oder abnimmt, wenn x wächst. 

Z. B. Nach einem solchen Gesetze wächst ein Capital y mit der 
Zeit X, wenn dasselbe auf stetigen Zinseszinsen steht (d. h. wenn 
die Zinsen in jedem Augenblicke zum Capitale geschlagen werden 
könnten); ferner wächst darnach die Reibung y eines um einen Cy^ 
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linder geführten Seiles mit der Bogenlänge x; nach demselben Ge- 
setze nimmt stetig ab der Luftdruck y mit der Höhe x, die Geschwui- 
digkeit y eines bewegten Körpers in einem widerstehenden Mittel 
mit der Zeit x; darnach erlöscht allmählig Licht und Wärme in 
absorbirenden Mitteln; auch geht nach diesem Gesetze Electricität 
verloren durch Ausstrahlung der Oberflächen; u. s. w. — Hier 
wächst eine Grösse durch stetiges Erzeugen neuer Theile, während 
das schon Erzeugte in gleichem Maasse mit erzeugen hilft; oder 
umgekehrt: es findet eine Absorption CaUmäblige Erlöschung} Statt. 
HL Bei der einfachsten Relation 

y==ax 

ax X 

d. h. die Differentiale der von einander abhängigen Grössen vefhfilten 
sich hier wie diese Grössen selbst. 

IV. Wenn die Relation 

y» — x»=a 
stattfindet, so folgt daraus 

dy _ X 
dx '~ Y 
d. h. die Differentiale verhalten sich hier wie umgekehrt die Grössen 
selbst. 

Dieser Fall findet z. B* beim rechtwinkligen Dreieck Statt. Wihrend 
man eine Kathete c constant lisst, sei die andere Kathete z und aUo auch die 
Hypotenuse y yeränderlich. Dann bilden, wie man leicht sieht, dx and dj 
ein Dreieck, dessen Gestalt sich dem von y und z gebildeten Dreieck ohne 
Ende nihert, so dass man yäj=xdL erhalt, woraus y's=:z'-f a* <nid endlich, 
da y=c für z^Oy y'=:z'-f c' das ist der Pythaforischf) Lehraats tich er« 
giebt. 

V. Aus xy=a 

folgt ^=-^ 

^ dx X 

VI. Aus x*+y*=a 

VII. Merkwürdig ist femer die Function 

y=ae»* + be""»* 

bei welcher "X« ^"'Y 

d. h. die Beschleunigung proportional ist der Function selbst. — Diese 

Function kommt bei der Gleichung der Kettenlinie, bei der Warme- 
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bewegung in festen Körpern, bei der Electricitätsbewegung, bei Ver- 
tbeilang des Hagnetismus, und sonst oft in Mechanik und Physik vor. 
Vin. Wenn 

y =s a cos (nx) + b sin (nx) 

so ist S- = -"'y 



IX. Für die Function 



y = ae''»* 



ist ^=2'»«y 

d. h. die Geschwindigkeit ist zusammengesetzt proportional der Func- 
tion und der Variablen. 

X. Besondere Aufmerkatwikeit verdieneD auch die periodischen 
Functionen, welche schon im §. 25 erwähnt sind. 

XI. Unter den nichtperiodischen Functionen sind ferner besonders 
bemerkenswerth die Functionen, welche sich ohne Ende dem Werthe 
Null , oder jedem andern festen Werthe nähern, wenn die unabhängig 
Verändesrliche zu>- oder abnimmt; z. B. die Functionen: 

wo a, m, n positive Zahlen bezeichnen, und a grösser als die Ein- 
heit angenommen wird. Functionen dieser Art kommen häirfig in dem 
Avidmcke physikalischer Erscheinungen vor. Insbesondere ist hier 
die F^mction y=a""*' zu bemericen, welche der einfachste Typus der 
Functionen ist, die zu beiden Seiten des Nullwerthes der unabhängig 
veränderlichen Grösse sehr schnell und auf gleiche Weise abnehmen, 
so dass der Zahlenwerth dieser Function für wenig beträchtliche 
Zahlenwerthe der unabhängig veränderlichen Grösse schon sehr klein 
ist, wie wenig die constante Zahl a auch grösser sein mag, als die 
Einheit. 



Integralrechnung. 



€« Elnleitiiii«. 

§. 63. 

Erklärung der Integralrechnung. 

Jede Operation erzeug ihre inverse Operation^ bei welcl^r leti« 
teren man das Resultat der ersteren als gegeben, und das Gegebene 
der ersteren als gesucht betrachtet. Die Diflterenzirung d. i. die 
Operation ; welche das Differential einer Function bildet, führt also 
natürlich zu der Operation, welche die Function sucht, von der man 
das Differential kennt, und diese letztere Operation heisst Integrirong, 
Die Integralrechnung ist. die iaverne (umgekehrte) Operation 
der Differentialrechnung. Wir werden sähen, diass die Integralrech-« 
nung eben so schwierig und unvollendet ist, als die Pifler^ntiabrech-« 
nung leicht und abgeschlossen erscheint« 

§.64. 
Gegenstand der Integralrechnung. 

In der Integralrechnung sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden, 
nämlich man hat es ent;wßder ii^it ßiner Function einer oder mit 
einer Function mehrerer Variablen ^u thun. 

I. Betrachten wir einß Function y einer Variablen x, so giebt 
es wieder folgende Fälle ; 

1) Im einfachsten Falle kennt man das erste oder ein höheres 
Differential von y, unmittelbar durch x allein, d. i. entwickelt 
ausgedruckt, und spll y als Function von x finden. 
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2) Das Differential von y enthält in seinem Ausdrucke das y 
selbst, gemischt mit x^ d.i. man hat blos eine Gleichung zwischen 
X , y und den Differentialquotienten von y, und soll nun die Function 
y suchen y welche einer solchen Gleichung entspricht; hier ist also 
eine Differentialgleichung mit 2 Veränderlichen zu integriren. 

II. Betrachten wir eine Function von zwei oder mehreren 
Variablen, so können für das Integriren folgende Fälle eintreten: 

1) Irgend ein partieller Differentialquotient ist entwickelt 
gegeben durch die unabhängigen Variablen. 

2) Man kennt unmittelbar alle partiellen Differentialquotienten 
derselben Ordnung, also das totale Differential der gesuchten Func- 
tion, blos durch die unabhängig Variablen d. i. entwickelt aus- 
gedrückt. 

3) In den Ausdrücken für die Diffbrentialquotienten , also im to- 
talen Differentiale der unbekannten Function steckt noch die Function 
selbst gemischt mit den unabhängig Variablen, d. h. man hat eine 
totale Differentialgleichung zwischen 3 oder mehreren Ver- 
änderlichen. 

4) Es ist nur eine Relation zwischen der Function, ihren par- 
tiellen Differentialquotienten und den unabhängig Variablen, d. i. eine 
partielle Differentialgleichung gegeben. 



II« Intcsratloii iler BUrereiitlaironiielii mit einer ein- 
zigen TerAnilerllelten (oiler Quadraturen)« 

$.65. 

Begriff des Integrals. 



Eine Diffbrentialformel der ersten Ordnung mit einer Variablen x 
hat allgemein die Form 

Xdx 
wo X irgend eine Function von x bedeutet. Diesen Diffbrentialaus- 
druck kann man immer als das Resultat der Differenzirung einer ge- 
wissen Function y der Variablen x betrachten, so dass man hat 

rfysssXrfx. 

Die Function y der Variablen x, welche durch Differenziren das Diffe- 
rential X^x liefert, heisst das Integral dieses Differentials. Das 
Integral aus dem gegebenen Differential finden, wird integriren 

genannt, und durch 1 bezeichnet. Wenn 



dr^xdx 

so ist 7 "^ / ^^^ 

und umgekehrt. 

Uebrigens muss man, um dem Integrale dieselbe Allgemeinheit 
und umfassende Bedeutung zu geben, welche das DiflTerential besitzt, 

Y^ fxdT + C 

schreiben, wo C eine willkürliche Constante bedeutet Es 
giebt also unendlich viele Integrale von Xdx, die sich jedoch alle 
nur durch verschiedenen Werth der Constante C von einander unter- 
scheiden. 

Hat die Constante C irgend einen besonderen Werth angenom- 
men, so heisst das Integral ein besonderes (particuiäres). Ist 
statt C noch nichts Bestimmtes gesetzt worden, so nennt man das 
Integral, weil es noch alle besonderen in sich schliesst, das allge- 
meine. — Bei der Anwendung muss die Constante C den übrigen 
gegebenen Bedingungen des Gegenstandes gemäss bestimmt werden* 
Der Werth von C ist in einer Aufgabe bestimmt, sobald man den 
Betrag des Integrals für einen besonderen Werth der Variablen 
kennt. 

§. 66. 
Bestimmtes Integral. 

Es sei jXdxsi^fOO-^C. Weiss man nun aus der Natur des 

betreffenden Gegenstandes, dass für x=.a das Integral f Xdx=:A 

sein muss; so hat man aus dem allgemeinen Integrale zur Bestimmung 
der Constante C die Bedingnngsgleichung A = ^(a) 4- C , daraus 
C=A — /*(a), und man erhält, wenn dieser Werth in das allgemeine 

Integral substituirt wird, das particuläre Integral / Xdx =/(x)— /Xa) -|-A. 

— Gewöhnlich oder häufig weiss man, für welchen Werth der Va- 
riablen (z. B. x=a) das Integral verschwindet (A = 0;), und wenn 

man dann x=b setzt, so sagt man, das Integral 1 Xdx fange bei 

x=a an und endige mit x = b (erstrecke sich vonx=a bis x=:b). 
Die beiden Werthe xsa und x=b heissen auch die Grenzen des 
Integrals, und wenn diese gegeben sind, so wird das Integral ein 
bestimmtes Cintegrale döfinie), d. h. imierhsdb gegebener Grenzen 
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geapmmeneSi g^ianiil; oder man sagt, daii Integral sei zwißtsheu den 

Grenzen TOttx=a bis x=:b genommen, was durch / Xdx bezeich- 
ne! wird. •'• 

Uebrifens kAnnen die Grenzwerthe yon z, nimlich a and b, telbsl noch 
Functionen anderer von x nnabhingigen Veriinderlichen sein. 

Das bestimmte, innerhalb gegebener Grenzen zu entwickehide 
Integral mtd^ ohne dass man erst die Constante C zu bestimmen 
braucht, gefunden, indem man in dem allgemeinen Integrale zuerst 
X =5 b (bei welchem Wertke nämlich das Integral enden soll), ferner 
x = a (wobei es anfangen soll) setzt, und das letztere Resultat Y019 
erstem abzieht; nämlich 

^'xrfx=/*Cb)-Aa) 






das bedeutet: 

Vcx)rfx=«/tb)-/ta) 



Dass sich das bestimmte Integral noch von einer anderen Seite 
auffassen lässt, was oft für die Praxis bequem ist, wollen wfar im 
folgenden Paragraphen betrachten. 



S. 67. 
Das Integral ab^ Summe* 

Da das Differential qnOOdx einer stetigen Function /*(x) dem 
Zuwachse dieser Function für einen unendlichkleinen Zuwachs von x 
gleich ist, so folgt unmittelbar, dass, wenn man die Sunune der unzäh- 
ligen unendlich kleinen Werthe bildet, welche dieses Differential annimmt, 
während x stetig d. h. nach unendlichk|eineh (gleichen oder un- 
gleichen) Differenzen dx vom Werthe a zum Werthe b übergeht, die 
Summe dieser Werthe nothwendig die Summe der Zuwachse vorstellt, 
welche die Function f(x) erhält, indem sie vom Werthe /"(a) zum 
Werthe f(h) übergeht, und dass diese Summe folglich dem Gesammt- 
zuwachse /*(b) — /(a) dieser Function gleich ist. Nun ist aber diese 

Differenz gleich dem bestimmten Integrale / f(±)dx. Also ist das 
bestimmte Integral 

''>(x)*c=Ab)-Aa) 



f' 
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die SniRine aller (anendlich vielen) stetig neben einander liegenden 
Conendlichkleinai) Werthe des Differentials q) (x)dx^ welche zwischen 
q)(fl)dx und q)(b^dx liegen. Dabei ist jedoch vorausgesetzt, dass 

keiner dieser Werthe die Form -jr annimmt, sondern jeder einen 

völlig bestimmten, nicht unendlichgrossen Werth hat. 

Dieser wichtige Satz, dass jede Function als Summe einer un- 
endlichgrossen Anzahl von Werthen ihres Differentials betrachtet wer- 
den kann, hat zu dem Zeichen / , als Abkärzung des Wortes Summe, 
Veranlassung gegeben. 



$. 68. 
Fundamenialformeln der Integralrechnung. 

Die einfachsten Formeln bei Bestimmung des Integrals. 1 Xdx 

erhält man aus den Differentialformeln der einfachen Functionen durch 
blosses Umkehren, wie folgende Zusammenstellung von Regeln zeigt: 

Die beiden entgegengesetzten Operationszeichen d und / , wo 
sie zusammen vorkommen, heben sich auf. 

Eine Summe von Differentialen wird integrirt, wenn man jedes 
einzelne Glied integrirt. 

Ein constanter Factor lässt sich gleich vor das Integralzdchen 
setz^. 

Femer ergeben sich die Formeln : 
/urfv=uv— ^ / vrfu 






/ 
/ 

/a*rfx==-y-a*; /e*rfx=e* 
/sinxrfx= — cosx; j co8xdx=:smx 



/ 



dx 
dx 
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arcsinx 

^j-p^=arctangx 

Id allen dieMn Formelo ist die Constante C hioKatadeiiken. 
Dies sind die Grund for mein der Integralrechnung; 

$. 69. 
Verschiedene Methoden der Integration. 

Nur bei den Differentialen der einfachen Functionen findet eine 
unmittelbare Integrirung Statt, wie der vorhergehende Para- 
graph angiebt. 

Zusammengesetztere Differentialausdrücke werden dadurch inte- 
grirt (in endlicher Form), dass man sie auf jene einfacheren durch 
Umformen zurückzuföihven sucht, wobei man sich besonders folgender 
Heihoden bedient: 

L Oft kann man einen Differentialausdruck, um ihn zu integriren, 
in mehrere andere zerlegen, deren Integrale bekannt sind, wddies 
Verfahren die Integralion durch Zerlegung. heisst. 

II. Es ist oft nützlich, eine neue Veränderliche einzufuhren« 
Nämlich wenn man f(x)dx zt integriren haty und setzt x=:9)(z), 
also rfx=g)'(z)rfz, so wird der gegebene Ausdruck eine Differential- 
function von der Form: f[g)00]q^' {jL)dz. Kann man nun diese letzte 
Function integriren, so braucht man, um das Integra^ der gegebenen 
Function zu erhalten , für z nach der Integration nur seinen Werth m 
X zu setzen. Dieses Verfahren wird das Integriren durch Sub- 
stitution genannt. 

Ili. Um ein (zusammengesetzteres) Integral auf ein anderes (ein- 
facheres) zu reduciren, bedient man sich sehr oft der Gleichung 

/urfv=uv — Ivrfu 

welche Formel bei den meisten Reductionen die wichtigste, oft sogar 
die einzige Rolle spielt. Ueberhaupt ist diese einfache Fofmel durch 
das ganze Gebiet der Integralrechnung höchst fruchtbar, und ihre 
Anwendung wird das theilweise Integriren (Integration par 
parties) genannt. Diese Gleichung zeigt, dass, wenn das Integral 

/ ydn bereits bekannt ist, daraus auch sofort das Integral i nds ab- 
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geleitet werden kann. Bei diesem Verfahren kommt Alles auf eine 
schickliche Zerlegung des zu integrirenden Differenlialausdruckes in 
zwei Factoren u und dy an, wo das Integral des Prodnctes vdn be- 
reits bekannt ist. 

Um die erwihnle Fdiwel auf 4le btegpratioB einer Differeatf alforiK^l /Xx) dx 
anzuwendeo, mum bmd fCx) in iWei Fadoren^Cx) and ^ß(x) derftiCalt an 
zerlegen suchen, das« sowohl ^(z)ifz, als auch, wenn d^(ji) = \p*(x)dx. und 

/^(x)dL=F(,x) geseut wird, F(x). \p*(x)dx, entweder unmittelbar, oder 
r 

doch durch fernere Reductionen integrirt werden kann. Dann ist I f(ji)dK= 
F(x). ^p (X) - J ^ W- V'' M dx. 

Die Praxis des Integrirens besteht meist darin, die. angegebenen 
drei Integrations- Methoden mit einander geschickt zu verbinden, um . 
nicht blos das Integral wirklich finden zu können, sondern es auch 
auf dem kürzesten Wege zu erhalten. 

Was die Integi^ation in endlicher. Form betriSt, so. sind did 
rationalen Differentialformeln die einzigen, welche sich duiich ein idl- 
geraeines, d. h. für jeden Fall zureichendes, Verfahren integriren 
lasiften; aber über die irrationalen und transoBidenten DüTin'entialfoiH 
mein vermag man, einzelne Falle ausgenotoimeQ, niehlsi, wenn es 
nicht gelingt, sie auf eine rationale Form zu bringen^ oder überhaupt 
auf ein berdts bekanntes Integral zurückzuführen. 

IniegraHan wicJitiger Krmfvmctianen. 

Wir wollen uns hier mit der Integration von sinx"" cosx^^x und 
x^sinxcfx beschäftigen. Vorher fugen wir zu den Fundamentalfor- 
meln noch folgende sechs ebenso einfache Formeln hinzu: 

I tattgxrfx=— /cösx; / cotxrfx=/sinx 

llan findet die»e Integrale auf folgende Art: * 

I sinz ooiixilk= / 0ittX(fsinx=b-|-anfz*^^ 
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fuizcatx ^ taofx j" 

Tiele Probleme der Integralrechnung lassen sich auf den Ans- 
drack 

/ 8inx"cosx*<2x 

znr&ckf Uhren , wo m and n constante Grössen, und x eine willkür- 
liche Variable bezeichnet Um dies Integral zu entwickeln, wenden 
wir die Formel 

an, und setzen: 

n=cosx*+'*+*, und rfv= — ^^rfx 
' cosx* 

woraus folgt: 

rfii=— (m + n+2)cosx*+*+*sinxrfx, und v=— 3-jtangx"+* 

Sobstituirt man diese Werthe von u, v, <{n und dv in der vorher- 
gehenden allgemeinen Gleichung, so erhält man: 

(1) / sinx" cos x"(fx 

= — r— smx"+'cosx»+* A "* ,"7 / sinx*+*cosx*rfx 

m + l ' m+1 J 

oder auch umgekehrt, wenn man das letzte Glied dieser Gleichung 

zuerst setzt: 

(2) / sin x"+* cos x^rfx 

= ; ro8iox*+*cosx*+*+ —V^nny / sinx"cosx«rfx 
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und diese Gleichung C^) oder (2) ist es, welche das gesuchte In- 
tegral 

sinx" cosx"rfx 



/' 



für alle ganzen, sowohl positiven als negativen Werthe der Grössen 
m und n geben wird, mit Voraussetzung der bereits angegebenen 
einfachen Integralformeln. 

Setzt man z. B. in der Gleichung (2) die Grösse ns=0, so er- 
hält man 

/sinx»+*rfx = i-oSinx"*+*cosxH 4-«r / sinx"rfx 
m-|-2 • in+-2j 

und daraus bekommt man das Integral von 

sinx«+«dk, fßr m=0,l,2,3,... 

Setzt man hier -^ — x statt x, so erhält man auch die analogen In- 
tegrale von 

cosx»+»di, für m=;=Ö,l,2,3, ... 
Setzt man ebenso in der Gleichung (2) statt n die Werthe 1,2,3,..., 
so findet man die Integrale von 

sinx"-^*cosxrfx, sinx*+» cos x^rfx, sin x"+* cosx*rfx, ... 
wo wieder m nach der Reihe die Zahlen 0,1,2,3,... bezeichnet. 

Wenn man aber in der Gleichung (1) die Grösse m in — m ver- 
wandelt, so hat man 

/ cosx'rfx __ 1 cosx* + ^ . m — n— 2 r cosx^dx 

sinx« "" m — 1 sinx"*^* "" m— 1 J sinx"-' 
Dieser Ausdruck giebt für n = 0,l,2,3, ... die Integrale von 

dx cosxdx cosx^rfx «. ^ „ 

— : — Tj — • — =— > — : — =— > ••• "ir m=2, 3,... 
smx" ' smx" ' smx" ' ' ' ,. 

und ebenso erhält man auch für n = — l,r-2,— 3, . . . die Inte- 
grale von 

dx dx dx . f t% o 

sin X"» cos X ' sm x" cos x* ' sm x" cos x* ' ' ' 

Daraus folgen dann wieder durch Verwandlung der Grösse x in 

^^x (wodurch Sinus und Cosinus sich vertauschen) die integrale von 

dx sinxrfx sinx^rfx «. ^ « 

;=-» ;ry ;=-> . . . für m = 2, 3, . . . 

cosx™' cosx™ cosx°* ' ' ' 

und von 

c?x dx «. o Q 

zm — 9 ::: — = — 5 f • • • tur m =^ ^. a, • . • 

cos X" slnx ' cos x"* sm x^ ' ' ^ 



97 

Es ist noch zu bemerken, dass das Integral 

/ sinx" cosx"rfx 

auch auf die zusammengesetztere Formel 

Asin(ax + b)]" [cos (ax+b)]" 

sich anwenden lässt, wo a und b constante Grössen bezeichnen, wenn 
man nur in der Entwickelung des ersteren Integrals ax^-b statt x 
setzt, und dann das Ganze durch a dividirt. 

Die hier entwickelten Integrale sind für viele Anwendungen der 
Integralrechnung hinreichend. 

Wir wollen noch die Ausdrücke 

x"sinxrfx und x"cosxrfx 

integriren. Wenn man in der allgemeinen Gleichung 

/urfv=uv— ivrfu 

die Grösse 

u=:x" und dYs=ssinxdx 
also auch 

rfu = mx"- Wx und v = — cos x 
setzt, so erhält man sofort 

/ x*sinxefx=: — x™cosx-fMi /x™-*cosxrfx 

Setzt man aber 

u = x™-* und rfv = cosxdrx 
so findet man auf dieselbe Weise 

/ X™-* cos xdx = X"-* sin X — Cm ~ 1) / x"-* sin xdx 

und ganz ebenso giebt 

u=:x*-* und rfv = sinxrfx 
den Ausdruck 

/ x"-*sinxrfx = — x"~*cosx — Cm— 2) /x"»-^cosxefx 

Setzt man dieses Verfahren fort, und substituirt dann die einzelnen 
Integrale in einander, so erhält man : 

/ X" sin xrfx =n — X" cos X + mx™-* sin x 

+mCm — l)x*-»cosx— mCm— l)Cm— 2)x*-*slnx [-+••• 

Auf dieselbe Art erhält main auch: 

7 
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/ x~ cos xdx == X" sin x + mx"-* cos x 

— mCm— l)x~-»smx— in(in — l)(m— 2)x«-*cosx+ + ... 

Von diesen Reihen ist das Gesetz des Fortganges für sich klar. 
Beide Ausdrücke gelten für alle Werthe von m; wenn aber m eine 
ganze positive Zahl ist, welcher Fall am häufigsten vorkommt, so 
brechen beide Reihen ab, und man erhält die Integrale von 

X"sinxrfx und x"cosxrfx 
in einem endlichen Cgeschlossenen) Ausdrucke. 

Da die Integralformeln dieses Paragraphen Kreisfunctionen ent- 
halten^ so wird man, um aus denselben den gehörigen Nutzen zu 
ziehen, andere zu integrirende Ausdrücke vorher durch Umgestal- 
tung auf Kreisfunctionen zurückzuführen suchen. (Siehe §. 27.) 

§. 71. 
Integraiian durch Reihen. 

Das Geschäft des Integrirens der Difierentialformeln mit einer 
Variablen besteht in der Reduction derselben auf die einfacheren 
Difi'erentialformeln, deren Integrale die Fundamentalformehl bilden. 
Ist dies nicht ausführbar, ist man also nicht im Stande, ein Integral 
in endlicher Cgeschlossener) Form, d. h. in einem geschlossenen aus 
den bis jetzt in die Analysis eingeführten algebraischen und transcen- 
denten Grössen zusammengesetzten Ausdruck^ darzustellen; so bleibt 
nichts übrig, als das Integral durch eine unendliche Reihe auszu- 
drücken, die aber freilich nur dann brauchbar ist, wenn sie con- 
vergirt. 

Da im Allgemeinen jede Function in eine Reihe entwickelt wer- 
den kann, welche nach ganzen Potenzen der Veränderlichen geordnet 
ist, so kann man das Integral eines gegebenen DiflTerentials in der- 
selben Form darstellen. Denn da man nach der Maclaurinschen Reihe 
im Allgemeinen hat 

so folgt unmittelbar, wenn man jedes Glied mit dx multiplicirt und 
dann integrirt: 

y'AxDdx = C+A0)x+/''(O)^+/'''(O)|^+rnO)^ 

wo C die willkürliche Constante bezeichnet. Dies ist ein allgemeiner 
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Ausdruck für jedes Integral 1 f(x)dx, aber in Form einer unend- 
lichen Reihe, also häufig in unbequemer Form; diese Reihe kann in 
allen Fällen angewandt werden, wo sie convergirt. 

Es ist diese Reihe nichts Anderes als die Entwickelung von / fOOdx nach 
der Maclaurinschen Reihe. 

Wenn die Reihe , welche die Entwickelung von fOO darstellt, 
convergent ist, so wird die Entwickelung von //(x)rfx noch um so 
mehr convergiren. Denn die Entwickelung von f(x) kann nur dann 
convergiren, wenn das Ergänzungsglied -^ttt — ^x", wo d'X ein 

zwischen und x liegender Werth der veränderlichen Grösse ist, 
kleiner wird als jede gegebene Grösse, während n immerfort wächst. 

Es sei nun Q der grösste Werlh des Factors -^ö-t — —9 so wird, 
wenn die genannte Bedingung erfüllt ist, dieselbe auch für die Grösse 
Q . stattfinden , und folglich um so mehr für das Ergänzungs- 
glied der Reihe, welche das Integral darstellt. 

Um die Entwickelung von j f(x)dx, in eine Reihe zu erhalten, 

braucht man nicht immer /*(x) zu entwickeln, wobei man nur Glieder 
von der Form ax'^^x zu integriren bekommt^ sondern man kann auch 
vorher /*(x) in zwei Factoren 5p (x). yj(x) zerlegen, und dann einen 
dieser Factoren, z. B. t//(x) entwickeln, im Falle dass die Glieder, 
welche alsdann die Form ax"5p(x)6/x haben, integrabel sind. 



n. Ton den bestimmten Integralen. 

S. 72. 
Summirung durch Integration. 
Wir haben bereits den Fundamentalsatz erwähnt : 

FOO - JP(Xo) = rV' (x) dx 
^\ 

d,h.Einbestimmtes Integral / F* {x)dx ist gleich der Summe 

einer Reihe von (tincndlich vielen unendlichkleinen) Gliedern, die 

7* 
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zwischen den bestimmten Grenzgliedern F'iXo^dx und F'OOdx 
stetig neben einander liegen. Dies wollen wir jetzt noch ausführ- 
licher nachweisen. 
Es ist 

F(x+ife)— JP(x) = cZF(x)=F'(x)dk. 
Bezeichnen nun e^, e,, e^j ... e^ eine unendliche Anzahl unendlich- 
kleiner Grössen von der Beschaffenheit, dass ihre Summe 

wird , und nimmt man successive für x und dx beziehungsweise die 
Werthe: 

a und Cj, a-f-Cj und t,, a + c^ + ^t ^^^ «sj*«'"^""*« ^* *■> 
so erhält man der Reihe nach aus der obigen Gleichung: 

l^(a+6i + «,D-i^Ca + fi) = F'Ca + e,)6, 

F(a + 6, + €,+a,)-F(a + 6,+6,)=:jP'Ca + fi, + fi,Dc, 

>(b)-F(b-c„)=F'Cb-0^« 
und wenn man diese Gleichungen summirt, sofort den Ausdruck: 
F(b)-FCaD, das ist 

V'CxDrfx = F'(a)ej + F'Ca+ej)£, 

Wir wissen also, dass das bestimmte Integral 

fOOdx 



r. 



£' 



sich als die Grenze betrachten lässt, welcher sich die Summe aller 
Werthe von f{x) dx bei dem üebergange des x von a in b um so 
mehr nähert , durch je kleinere Intervalle dabei x fortschreitet. Mit 
andern Worten: Nimmt man 

n 
so convergirt die Summe: 

jF'(xo)^x+jF'(xo + 2^x)^x+F'(Xo + 2^x)^ + -- 

+ JP''(xo + [n— l]^x)/Ä 
gegen die Grenze 

FCx)-FCxo), 
wenn man die Zahl n immer grösser und grösser nimmt oder Jx 
gegen Null converguren lässt (vorausgesetzt, dass die Function ia 



101 

dem Intervalle nicht unendlich wird). Oder mit «ndern Worten: 
Es ist 

/(x) dx 



/' 



das Aggregat der Producte, welche man erhält, wenn man die zwi- 
schen den Grenzen x = a, x = b liegenden Werthe von /*(x) mit 

--^ — multiplicirt, desto genauer, je grösser n ist, vorausgesetzt, 

dass f(xi wenigstens zwischen den obigen Grenzen stetig ist. 

Es sei jP(x, y) eine Function mit zwei unabhängigen Veränder- 
lichen X, y, welche nach der Voraussetzung innerhalb der Grenzen 
Xo, X und yo, y immer endliche Werthe behält C^o nicht durch 
das Unendliche geht). Dann kann man zunächst die Summe der un- 
endlichklemen Werthe von F{x^^)dx zwischen den Grenzen Xo, x 
nehmen, und diese Summe oder das bestimmte Integral 



/: 



F(x,^)dx 



ist alsdann eine gewisse Function von y. Wenn man hierauf die 
Summe der unendlichkleinen Werthe von 



(jC 



f(x,Y)dx 



)rfy 



zwischen den Grenzen yo, y nimmt, so hat man ein bestimmtes 
Doppel-Integral: 

pipF(x,^)di^d^ 

oder, indem man der Kürze wegen die Klammern weglässt: 

Vcx,y)rfxrfy, 



a: 



welches offenbar gleich der Summe einer Doppelreihe von unendlich- 
kleinen Werthen (der zweiten Ordnung) ist, die alle aus jP(x, y) rfxrfy 
hervorgehen, wenn man darin x von Xo bis x um unendlichkleine 
Incremente dx, und y von yo bis y um unendlichkleine Incremente 
rfy wachsen lässt. — Mit andern Worten: Wenn man das Intervall 
X — Xo in m gleiche Theile /^x, und das Intervall y — yo in n gleiche 
Theile Js[ theilt, und die Summe aller Werthe der Function 

F(x,y)^x^y 
nimmt, indem man alle Werthe von x in der Reihe: 

Xo, Xo + -^x, Xo + 2^x, ... Xo + (m— l)^x 
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mit allen Werlhen von y in der Reihe : 

yo,yo+^y,yo + 2^y,...yo+(n— l)^y 
verbindet; so convergirt diese Summe desto mehr gegen eine ge- 
Misse Grenze, welche der genaue Werth des Dopppel- Integrales 

/ / JP'(x,y)rfxrfy ist, je grösser die Zahlen m und n, oder je 

kleiner die Differenzen ^/x, ^y genommen werden. 

Vermöge des für alle Anwendungen der Integralrechnung höchst 
wichtigen Satzes, dass ein Integral eine Summe von Differentialen 
(Elementen) ist, dient die Integration zur Summirung von 
unendlich vielen unendlich kleinen Theilen, Also wird 
das Integriren angewandt z. B. in der Geometrie: zur Berechnung 
des Inhaltes von Linien, Flächen und Körpern, als Summen ihrer 
unendlich kleinen Theile (Elemente); in Physik und Mechanik: 
zur Bestimmung der Massen CGewichte) materieller Linieh, Flachen 
und Körper, als Summen ihrer Massen -Elemente; zur Summirung 
unendlich vieler Kräfte (oder ihrer Momente), die auf stetig neben- 
einander liegende Puncto wirken, oder von einem stetigen Systeme 
von Puncten ausgehen; zur Bestimmung der Wirkung eines Körpers 
auf einen andern, als Summe der Wirkungen, welche jedes Element 
des einen auf jedes Element des andern ausübt; zur Summirung emer 
stetigen Folge von Antrieben (Impulsen) einer Kraft; zur Bestimmung 
der Arbeit einer Kraft, als Summe ihrer elementaren Wirkungen. 
U. s. w. Dies Alles geschieht durch Integration zwischen den gehö- 
rigen Grenzen, 

§. 73. 
Mitielwerth einer stetigen Reihe von Grössen. 

Da / F(x)dx gleich ist der Summe der Werthe von F(a) bis 

F(b), mit rfx= multiplicirt, wo n unendlich gross ist; so er- 
hält man sogleich die Summe dieser Werthe dividirt durch ihre An- 
zahl, d. h. ihr arithmetisches Mittel, wenn man jenes Integral 
noch mit b — a dividirt. 

Dadurch kann der mittlere Werth emer stetigen Folge von 
Grössen gefunden werden. Nämlich es sei y eine Function von x, 
und in derselben wachse x von a bis b, wodurch eine stetige Folge 
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von Grössen entsteht , deren Summe gleich Jy, und deren Anzahl 
gleich dem unendlich grossen n sei. Bedeutet nun M das arithme* 
tische Mittel aus allen diesen unendlich vielen Werthen, so hat man 

Es ist aber = rfx, also ^y=jyrfx= / yrfx, weil das 

Summenzeichen hier in das Integralzeichen übergeht, folglich 

Z, B. Wenn y die Temperatur der Erde für den Stundenwinkel x bedeutet, 
80 ist / -^ — die mittlere Temperatur eines Tages, wobei die Integration yon 
einem Sonnenaufgang bis zum nächstfolgenden zu nehmen ist. 

Ebenso leicht sieht man ein, dass der Quotient 

r /^Vcx, y) dydx T f V(x, y) rfyrfx 



/■/ 



y , Cx— xo)(y— yo) 

rfyrfx 



das Mittel aus allen unendlich vielen Werthen ausdrückt, welche die 
Function F(x, y) für alle Werlhe von x und y innerhalb der bestimm- 
ten Grenzen annimmt. 

§. 74. 
Sätze von bestimmten Integralen. 

I. Die Regel (S. 68), dass ein constanler Factor eines Integrals 
sich gleich vor das Integralzeichen setzen lässt, gilt auch vom be- 
stimmten Integral. 

II. Die Regel C§* 68), dass das Integral einer Summe gleich 
der Summe aus den Integralen der einzelnen Glieder ist, gilt, wie 
man leicht sieht, auch für bestimmte Integrale innerhalb derselben 
Grenzen, und es ist dann keine Constante hinzuzudenken. 

III. Wenn man in der Formel ($. 68) 

/urfv = uv — /vrfu-f-C 

wo u und V Functionen von x sind, durchgehends a und dann b 
statt x schreibt (wodurch C unverändert bleibt), und beide Gleichun- 
gen von einander subtrahirt, so erhält man: 
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/ UrfY = U|^V^ — U^V^— / Vrfu 

WO die beigefügten a und b leicht zu deuten sind. 

IV. Es kommt auf dasselbe hinaus, ob man das Vorzeichen eines 
bestimmten Integrales ändert, oder die Grenzen desselben vertauschte 

V. Von selbst leuchtet ein, dass man ein bestimmtes Integral 
in eine Summe von mehreren bestimmten Integralen verwandeln kann, 
indem man das Intervall der gegebenen Integrations-Grenzen in irgend 
welche Intervalle zerlegt, und alle Integrale, innerhalb dieser klei- 
neren Intervalle genommen, addirt. 

VI. Die uns bekannte Gleichung 



r 



darf übrigens nebst den aus ihr gezogenen Folgerungen nicht auf 
die Fälle übertragen werden, wo für einen innerhalb der Integra- 
tionsgrenzen enthaltenen Werth von x die Functionen /*' (x) oder fix) 
unendlich gross werden, welche Fälle eine besondere Untersuchung 
verlangen. — Will man übrigens den Werth eines bestimmten Inte- 
grales / q)00dx finden, während die Function für einen gewissen 

innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Werth x = a unendlich 
gross wird, so muss man das Integral in zwei Theile / g) (x) dx und 

f. 

j q>{x)dx zerlegen, deren Summe das verlangte Integral ist. Ha- 
ben die beiden einzelnen Integrale einen endlichen Werth, so hat 
auch das vorgelegte Integral einen bestimmten endlichen Werth; im 
entgegengesetzten Falle ist der Werth des Integrals entweder unend- 
lich oder unbestimmt. — Aehnlich hat man zu verfahren^ wenn es 
zwischen den beiden Grenzen xo und x zwei oder mehrere Werthe 
giebt, für welche 5p (x) unendlich gross wird. 

VII. Will man in einem bestimmten Integrale unter dem Inte- 
gralzeichen für die Veränderliche x eine neue Veränderliche z ein- 
führen, so muss man zugleich statt der Grenzen a und b solche 
Grenzen a und ß setzen, dass a und a, ebenso auch b und ß zu- 
sammengehörige Werthe von x und z sind, welche der zwischen x 
und z vorausgesetzten Gleichung genügen. 
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8. 75. 
Differenziren und Integriren unter dem Integralzeichen. 

Es kann Differenziren und Integriren nach mehreren von einander 
unabhängigen Variablen zusammentreten. 

I. Wir haben zu zeigen, wie man eine Grösse unter dem Inte- 
gralzeichen nach einer andern Variablen, als auf welche sich das 
Integralzeichi^n bezieht , differenzirt. 

Wenn V eine Function der unabhängigen Variablen x und y be- 
deutet, so ist 



d/Vrfx 
(1) 



dy J ^Y ^ 



f 



wo aber rechts noch eine beliebige Function von y zu addnren ist 
Hier bezieht sich die Integration auf die Veränderliche x, und die 
Differenzirung auf die von x unabhängige veränderliche Grösse y, 
und beide Operationen können verwechselt werden, vrie die Gleichung 
(1) ausdrückt, welche man auf folgende Art beweist: Es sei 

, du 

Vefe = u;also ^=-^, das ist -^ =-^. demnach 

, du. 

"w^ /TV 

— _L.rfx=-^rfx, und wenn man diese Gleichung nach x integrirt, 

d\ r dV ^J ^^^ C dS 

so erhält man -r— = 1 -y— rfx , oder — ^^^ = / -r- dx. — 

d^i J d^ ^ rfy J dy 

Das Differenziren unter dem Integralzeichen ist in der Integralrech- 
nung sehr brauchbar. 

Z. B. Wenn man die Differentialformel (p(x)dx mit einer Variablen inte- 
griren will, and im Stande ist, das Integral 1 (]> (x) da = i// (x, a) , welches in 

Beiiehang auf eine in ^(x) enthaltene Constante a, als wäre sie ver&nder- 
lich^ X hingegen beständig, genommen wird, mit leichter Muhe anzugeben; 
80 kann man, wenn man bequemer zu rechnen meint, zuerst die Differential- 
formel ^(x,a)ifx in Bezug auf x integriren, und das erhaltene Resultat so- 
dann in Bezng auf a differenziren; denn nach der Gleichung (1) ist: 



i / V/(x,a)rfx /• 



dx 
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Wir betrachten nun bestimmte Integrale. Ist V eine Function 
der absolut Veränderlichen x und y, so ist immer, wenn a und b 
von y unabhängig sind, 

welche Gleichung aus der Gleichung (1) folgt, wenn man in dieser a 
und dann b statt x setzt und subtrahirt. — Durch Wiederholung dieses 
Verfahrens würde man analoge Formeki für höhere Differentiale er- 
halten; 

Sind aber die Grenzen a und b von y auf irgend eine Art ab- 
hängig, so hat man die Formel: 



(3)-^^^-^;; =/ •^^^^^rfx + F(b,y)^-FCa,y)|. 



J. ^ I dFix,y) 

rfy *>{ rfy 

welche auf folgende Weise bewiesen wird : Esseiu= / F(x,y)dk; 
rfu _ (^\J^ jL {dn\db . /rfu\ 



dann ist 
Nun hat man: 



^=-«'.A-^ = F(b,,); 



ferner ist (4^), wobei a und b als constant betrachtet werden, 
gleich 

y*F(x,y+rfy) dx-^pF(x, y) dx rV(x,y+rfy) -F(x,y) 

-2 — l das ist / := Ä, 

rfy *^. rfy 

hat also den Werth /l^^l^^rfx. 

IL Es sei wieder V eine Function der unabhängig Veränder- 
lichen X und y. Da die Ordnung derDifferenzirungen einer Function 
zweier veränderlichen Grössen nach diesen Veränderlichen gleichgül- 
tig ist, so ergiebt sich daraus leicht, dass auch bei wiederholter In- 
tegrirung eine Umkehrung der Ordnung zu gleichen, nur in gewissen 
Grössen, die blos von x und blos von y abhängen, unterschiedenen 
Resultaten führt. Es ist nämlich 
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d^ fdY fydx df\dx 
dxdy "" dx "^ 



d^jdxjwdy d^jdxjydy djsdy 
ly dydx "" dy 

d^JdyJYdx d^jdxjsdy 



dxdy dydx rfy * 



also 



dxdy dydx ' 

und folglich, wenn q>(x), 5Pi(y) zwei willkürliche Funstionen^ die 
erste Mos von x, die zweite blos von y, bezeichnen: 

(4) Jdy J\dx^ JdxjYdY + q> 00+ q>i(.y:>. 

Aehnliche Formeln giebt es für Functionen von mehr Veränderlichen. 

Wir nehmen nun 1 dy 1 Vrfx zwischen den Grenzen x=a, x=b 

und y=a, y = /?. Dann ist, wenn a, b, a und /? iK)n x und y 
unabhängig sind: 

was man sogleich einsieht, sobald man das bestimmte Integral als 
Summe von Differentialen sich denkt. Nämlich ein Doppel -Integral 
ist als die Summe einer Doppel-Reihe anzusehen, und es ist bei jeder 
Summe einerlei, in welcher Ordnung man die Theile addirt. 

Die Ordnung der Integrationen ist also gleichgültig. Dabei ist 
aber immer vorausgesetzt, dass die Function V weder unendlich noch 
unbestimmt wird für irgend einen Werth von x und y zwischen den 
betrachteten Grenzen; sollte dies eintreten, so wäre eine besondere 
Untersuchung nöthig. 

III. Wir können nun sagen, dass beim wiederholten Differen- 
ziren oder Integriren die Folge beliebig ist, sobald nur die Grenzen 
der Integrale von denjenigen Veränderlichen unabhängig sind, nach 
welchen das fernere Differenziren oder Integriren geschehen soll 
(und die Function zwischen den Grenzwerthen der Variablen ihre 

1 
Stetigkeit nicht unterbricht, also nie = -^ wird). 



108 



$. 76. 
Wegschaffmtg ton Differentialen hinter dem Integralzeichen. 
Wendet man die Formel 

/ urfv = udV— / vrfu -j- C 
zweimal an, so erhält man: 

und / Crfurfv3 = vrfu— /vdf*u + Ci. 

folglich / luPv = urfv — vrfu + / vePu + C2. 

Wendet man aber dieselbe Formel dreimal hintereinander an, so er- 
giebt sich: 

IvlW^ = ud[2 V _ rfu rfv + vdf *u — Tvrf'u f C, 

u. s. w., wo u und v Functionen von x, und alle Differentiatioaen 
und Integrationen nach x genommen sind. 

Man bedient sich dieser Formeb, um, wenn Ausdrücke von der 
Form u<2*v integrirt werden soDen, das Integral so umzuformen, dass 
unter dem Integralzeichen, wenn auch v selbst noch, aber doch kein 
Differential von v mehr vorkommt. 

%. 77. 
Die Taglarseke Reihe mit dem Reste. 

Die Betrachtung der bestimmten Integrale kann angewandt wer- 
den, um sehr emfach und auf dem directesten Wege die Taylorsche 
Reihe herzuleiten, so wie auch den Rest derselben durch ein be- 
stbnmtes Integral auszudrücken. Die dadurch erhaltenen Grenzen 
der Taylorschen und Maclaurinschen Reihe sind for die Analysis und 
ihre Anwendungen von der grössten Wichtigkeit 

Man bat für jede Function FOO, wofern sie nur zwischen den 
Grenzen x und x-fb stetig bleibt, immer: 

FCx+h)— F(x) = y*^ V'(x)«fx 

wo F^(x) den ersten Differentialquotienten der Function F(x) be- 
zeichnet. Zur besseren Unterscheidung der wirklichen veränderlichen 



ß 
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Grösse x unter dem Integralzeichen von dem in dem Ausdrucke der 
Grenzen vorkommenden Werthe von x kann man schreiben: 

F(x+h) — F(x)= r'"^V'(xOrfx' 

Nun lässt sich die Verändeiüche vertauschen^ indem man x' = x -(- h — £ 
setzt, wo z eine neue Veränderliche bezeichnet, also efx^=:— <üe, 
wodurch dieses Integral zu 

— rVcx + h— z)rfz, oder rV'(x + h-z)rfz 

wird, so dass man hat: 

F(x+h)--jF(x)= rV'(x + h— Ä)£fz. 
Jo 
Dies vorausgeschickt, wenden wir nun auf das unbestimmte Integral 

ir/(x+h-z)cfe 

das theilweise htegriren an, wodurch man nach and nach findet: 

rF'(x + h-z)i&js=:zF'(x + h— z)+ jzF''Cx+li—z) dz 

yzF''Cx+h— z)rfz = ^F"Cx+h— z)+ f^P^ix+h^-z^dz 

tt. s. w. 
und folglich 

AjF'Cx+h—zDrfz^zF'Cx + b— 0+^-F'"Cx+h— z) + ... 

Nimmt man also das Integral zwischen den Grenzen und h, so 
kommt: 

/'V'Cx + h-z)rfz = hF'Cx) + ^F"CxD+... 

•/o 
und durch Substitution dieses Werthes in die obige Gleichung erhält 
man schliesslich; 
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dz 



Wenn man in dieser Gleichung x=:0 macht, und dann x statt h 
schreibt, so hat man: 

FOO = F(0) + xF' (0) + ^ F" (0) + . . . + g3 '^'^"j,'_^^ F-» (0) 



+ 2.3...(n-l) A-^'^^-^J 



cfz 



Wir haben also als Ergänzungsglied CRest) der Taylorschen 
Reihe, wenn n Glieder genommen werden, 

^;g-^^:^rz.-.F.CX+h-Z)rfz 
*/o 
Dieses bestimmte Integral dräckt genau den Fehler aus, den 
man begeht , wenn man die Taylorsche Reihe beim nten Gliede ab- 
bricht; aber es enthält die Schwierigkeit der Integration , und man 
muss sich daher im Allgemeinen begnügen, diesen Fehler zwischen 
zwei bekannte Grenzen einzuschliessen. Zu diesem Zwecke giebt 
man dem Ergänzungsgliede eine andere Form. Es ist nämlich das 
bestimmte Integral gleich der Summe der Factoren z^-^cfz, multipli- 
cirt mit einem mittleren Werthe zwischen dem kleinsten und grössten, 
welchen F"Cx + h — z) annimmt, wenn z von in h übergeht; und 
da diese Function continuirlich vorausgesetzt wird, so ist dieser mitt- 
lere Werth einer von den Werthen, welche F"(x + h — z) für einen 
bestimmten zwischen und h enthaltenen Werth des z annimmt; 
woraus auch für h — z ein Werth zwischen und h folgt, den wir 
durch d-h vorstellen. Das Ergänzungsglied der Taylorschen Reihe 
wird daher, wenn man die n ersten Glieder nimmt: 

wo K-^ — - einen Werth von ■ » J^ bedeutet, welcher er- 
halten wird, wenn man x + ^h statt x setzt, wo ^ unbekannt ist, 
aber zwischen und 1 liegt. — Nimmt man den kleinsten und 
grössten der Werthe von F'Cx) in dem Intervalle von x biszux + h, 



111 

so hat man zwei Grenzen, zwischen welchen der Rest (oder Fehler) 

der Taylorschen Reihe, wenn man sie bei dem nten Gliede abbricht, 

das ist die Summe alier übrigen Glieder liegen muss. Nämlich wenn 

durch P und Q jener kleinste und grösste Werth bezeichnet wird, so 

ist der Rest, wenn man die n ersten Glieder der Taylorschen Reihe 

Ph» Oh'» 
nimmt, grösser als -y-s und kleiner als . <, o . 

Demnach erhält man die Taylorsche und Maclaurinsche 
Reihe mit der Ergänzung, wenn die Reihen bei irgend einem Gliede 
abgebrochen werden, wie folgt: 

* i^(X + h) == i^'tX) + h/^' (X) + ^Z''' (X) +...+ g^j^^ 

+ 2X7^^ 
«i?'(x)==i?'C0)+xF'(0)+^/'''C0)+...+ 2X7^^ 

wo d' eine positive, die Einheit nicht übersteigende Zahl anzeigt. 

Zufolge der Herleitung der Taylorschen Reihe kann dieselbe nur 
dann für F(x + h) gesetzt werden, wenn Fix) und alle ihre Diffe- 
rentialquotienten zwischen x und x-j-h continuirlich sind, und wenn 

der Ausdruck -7-5-0 F"(x + *h) Null zur Grenze hat, sobald n 

unendlich wächst. — Es ist übrigens leicht zu erkennen, dass dieses 

Glied, welches den Rest der Reihe nach den n ersten Gliedern an- 

giebt, immer der Null sich nähert, wenn /'"C^ + dh) endlich bleibt, 

während n unendlich wächst; denn der Factor 

h° _ , h h h ^ 

1.2.3... n ""2 3 4 •••n 

nähert sich nothwendlg der Null, was auch h sein mag, wenn n immer 

^össer wird. Die Taylorsche Reihe ist also brauchbar, sobald FQx) 

und alle ihre Differentialquotienten endlich und stetig sind zwischen 

X und x4~h. — Die Maclaurinsche Reihe ist brauchbar, wenn die 

Function JFCx) und ihre Differentialquotienten stetig sind zwischen 

h» 
und X, und der Ausdruck -7-5-0 F^C^x) sich der Null nähert, 

während n unendlich wächst. 

Um die Taylorsche Reihe auf eine Function von zwei Veräilder- 
lichen zu erweitem, d. h. JPCx-}-h,y-}-k) nach ganzen positiven 
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Potenzen von h und k zu entwickeln, kann man jPCx + bt, y-f kt) 
nach den Potenzen von t vermittelst der Maclaurinschen Reihe ent- 
wickeln , und hierauf t = l setzen. Dann ergiebt sich aus dem Vor- 
hergehenden , dass der Rest der Reihe, indem man bei den Gliedern 
irgend einer Ordnung abbricht, erhalten wird, wenn man in diesen 
Gliedern x + ^h statt x, und y-f-^k statt y setzt, wo ^ eine Zahl 
zwischen und 1 bedeutet. Daraus erhält man die Grenzen des 
Restes, wenn man dem ^ die Werthe giebt, welche den Ausdruck 
des Restes am grössten und am kleinsten machen. Uebrigens müssen 
alle Differentialquotienten stetig sein zwischen x + h und y + k. Die 
unendliche Reihe ist brauchbar, wenn der Rest sich der Null nähert. — 
Setzt man hier x = und y = 0, und schreibt sodann x, y statt h, k, 
so erhält man den Rest der Reihe, wenn man in diesen Gliedern •d'Xj 
d-y statt X , y setzt. Giebt man dem ^ die Werthe, welche den Aus- 
druck des Restes so gross und so klein wie möglich machen, so be- 
kommt man die Grenzen der Reihe. Wenn der Rest sich der Null 
nähert beim Wachsen von n, so ist die unendliche Reihe brauchbar. 
Aehnlich verfahrt man bei Functionen von noch mehr Veränder- 
lichen. 

S. 78. 
Andere Form für den Rest der Taylorschen Reihe. 

Es ist zuweilen nützlich, das Ergänzungsglied der Taylorschen 
und Maclaurinschen Reihe unter einer anderen Form darzustellen, 
wie folgt. 

Betrachtet man zuerst die Entwickelung vonJPCx); so kann man, 
indem z-f (x — z) statt x substituirt wird, setzen: 

Fix)^FizHix^z)F^(z)+S]^^^F^ 

Wenn man das letzte Glied durch ^(z) bezeichnet, und beide Seiten 
der Gleichung nach z differenzirt, so erhält man, nach beendigter 
Reduction, 

Diese Gleichung bestimmt den Differentialquotienten von ^(z), und 
giebt 
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^w— ii!.7(r'), ^-'''- 



Aber nach der Taylorschen Reihe, wenn man diese auf zwei Glieder 
beschränkt, und beachtet, dass z = x + Cz — x), hat man: 

?p(z)=5P(xD + Cz — x)g)'[x + *iCz — X)] 

wo ^1 eine zwischen Null und 1 enthaltene Grösse bedeutet. Mit- 
telst dieser Formel kann man nun q>(z') durch q>'{z) ausdrücken, in- 
dem man beachtet, dasiä 9>Cx) = ist. Die letzte Gleichung giebt 
dann 

9 Cz) = i./.'^.7n^l/ ^^^°'' ^" ^"^ + ^i (z - x)l 

wodurch man für den Rest der Reihe, welche F(x) entwickelt, 
einen neuen Ausdruck erhält. 

Setzt man z=:0, so hat man die Maclaurinsche Reihe 
unter der folgenden Form, indem man 1 — *i=if* macht: 

+ 1.2...cn~l)^ ^^""^ 

wo d' zwischen und 1 enthalten ist. Früher wurde der Rest durch 

x* 

> q ■ — jF»(dx) ausgedrückt, wo ^ einen andern Bruch vorstellt. 
1 .4 • • • n 

Die neue Form dieses Restes ist zuweilen geeigneter, um die Con- 

vergenz der Maclaurinschen Reihe zu erweisen. 

Wenn man in der letzten Formel JP'Cx) .=/*(h + x) setzt, so 
hat man 

Ah+36) = /Öi)+V^Ch) + -j|-/*''(h) + ...+^;^^ 

oder, wenn man die Buchstaben h und x mit einander vertauscht, 
*A3f+h)=Ax)+Yr(x)+-^/"(x)+...+5^g^-j^/^«(x) 

welches die Taylorsche Reihe ist, wo der Rest unter einer 
Fom sich darstellt 

8 
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S. 79. 
Convergenz der Reihen für die einfachen Functionen, 

Wir haben nun im Vorhergehenden ein Hülfsmittel erhalten, die 
Convergenz solcher Reihen zu beurtheilen, welche aus der Tay- 
lorschen oder Maclaurinschen Reihe hervorgegangen sind. Eine Reihe 
convergirt, wenn der Werth des ergänzenden Gliedes kleiner wird 
als jede gegebene Grösse , während man die Gliederzahl ohne Auf- 
hören wachsen lässt. Wir wenden jetzt die vorhergehenden Formeln 
auf wichtige Beispiele an. 

I. Es sei J^(x) = (l+x)'". Dann erhält man, wenn der Rest 
der Reihe in Rechnung gebracht wird, 

wo 9 eine zwischen und 1 enthaltene Zahl bezeichnet. Diese Reihe 
wird, wenn man n=: od werden lässt, zu einer unendlichen Reihe, 
deren Convergenz untersucht werden muss. Das Verhältniss des 

pien Gliedes zum vorhergehenden ist ^-^ — x, und nähert sich 

der Grösse — x in dem Maase als p sich vergrössert; also ist die 

Reihe nicht convergent, wenn x ausserhalb der Grenzen +1 nnd 

^1 liegt. Es genügt also zu erforschen, ob der Rest der Null sich 

nähert für alle zwischen diesen Grenzen enthaltenen Werthe von x. 

Dieser Rest lässt sich in die zwei Factoren 

m(m — l)...(m — n-f-l) 1 ,* , « v 

— ^^ YTT^ -i--^x" und (1 +^x)™-" 

zerlegen. Der erste Factor nähert sich der Null, weil er, wenn n 

um eine Einheit wächst, mulliplicirt wird mit — XT^' welches sich 

immer mehr dem — x, dessen absoluter Werth kleiner als die Ein- 

heit ist, nähert: der zweite Factor h T o.^ L nähert sich, wenn 

man vorerst x positiv annimmt, auch der Null, wofern nicht d' der 
Null ins Unendliche sich nähert; aber in allen Fällen bleibt dieser 
Factor kleiner als die Einheit, und folglich nähert sich der Rest der 
Reihe der Null. Also convergirt die Reihe für alle Werthe von x 
zwischen und +!• — Aber wenn x negativ ist^ sa wäre mög- 
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lieh, dass der zweite Factor mit n ins Unendliche wächst, und dies 
wird wirklich eintreten, wofern nicht -^ der Null sich nähert; denn 
der Ausdruck (1+^x)" würde sich der Null nähern, wenn nicht der 
Bruch 1 -f *x sich ins Unendliche der Einheit näherte^ Hier muss 
man zu der andern Form des Restes, welche 

m(m-l)..,(m-^n + l)x°(l^^)»>-^ ^, . a^^m-n 
1.2. ..(n-1) ^^ + ^""^ 

ist, seine Zuflucht nehmen. Der Factor — ^^ . ^ ' .^ — 

' 1.2... (n — 1) 

nähert sich noch der Null; der andere Factor wird, wenn man — z 

statt X setzt, 

<'-*^>-(-^r' 

Nun ist ._^ <;i^ weil z <;i; also wu'd f J der Null 

sich nähern, wofern nicht if- auch der Null sich nähert, und selbst 
in diesem Falle ist dieser Ausdruck immer kleiner als die Einheit, 
ebenso wie (1 — ^z)"-^ Also der Rest der Reihe nähert sich der 
Null. — Demnach convergirt die Binomialreihe für alle Werthe 
von X, die zwischen +1 und —1 enthalten sind. 

II. Es sei F(x) = lCi+x). Dann hat man: 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n ungerade oder 
. gerade ist. Die Glieder der Reihe würden ins Unendliche wachsen, 
wenn x>l wäre, weil das Verhältniss eines Gliedes zum vorher- 
gehenden gleich . X, und dessen Grenze gleich x ist, wenn n ins 

Unendliche wächst. Es genügt also zu untersuchen, ob der Rest der 
Null sich nähert, wenn x<l, wobei man zwei Fälle unterscheiden 

muss. Wennx positiv ist. so hat man -r— r-rr— <1» wofernx^l} 

also nähert der Rest sich der Null, und die Reihe convergirt gegen 
7(1 +x). — Wenn x negativ ist gleich — z, so stellt sich der 

Rest ■ _^ ^ in keiner geeigneten Form dar, um zu erkennen, 

ob er sich der Null nähert; weil man nicht weiss, ob Zähler oder ob 

z 
Nenner des Bruches ■ j^^^ grösser ist. Aber nimmt man die an-% 

8* 
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dere Form des Restes , so findet man hier — ^; . ,, \ — , oder, vom 
^ (1 4- x^x)" ' ' 

Zeichen abgesehen, 

7 — 9*7 

Da nun der Bruch kleiner als die Einheit ist, wenn z<;i, 

so nähert der Rest sich der Null. — Die logarithmische Reihe 
ist also convergent, wenn x zwischen +1 und —1 liegt. 

III. Es sei jF(x) = a''. Dann erhält man: 

. , , , xVa^ , xVa» , , x»/a» o- 

V n 7g n ^ 

Der Rest -ttö a kommt der Null immer näher, wenn n immer 

2.3 ... n ' 

grösser wird; denn wenn man ein Glied mehr ninunt, so ist der Rest 

x/a 
gleich dem vorhergehenden, multiplicirt mit . Also convergirt 

die Exponentialreihe für jedes x. 

IV. In den Reihen für Sinus und Cosinus nehmen, wie 
gross auch x sein mag, doch die GUeder endlich immerfort ab, und 
da sie abwechselnd positiv und negativ werden, so sind diese Reihen 
stets convergent. Man kann auch sagep, dass diese Reihen deshalb 
immer convergiren, weil sie aus den immer convergenten Exponen- 
tialreihen blos durch Addition und Subtraction zusammengesetzt sind. 



§. 80. 

Anwendung der bestimmten Integrale bei Beuriheilung der 
Convergenz einer Reihe. 

Wir wollen hier eine Regel für die Convergenz d.er 
Reihen angeben, welche aus der Betrachtung der bestimmten In- 
tegrale abgeleitet ist. 

Die Reihe sei 

u A-VL 4-u +... + U +u +..., 

deren säinmtliche Glieder, von einem bestimmten Werthe des n bis 
ins Unendliche, positiv sind und beständig abnehmen, indem sie der 
Grenze Null sich nähern. Die Reihe ist convergent oder divergent» 
je nachdem die Summe der Glieder, von diesem Werthe des n aus, 
einer endlichen Grenze sich nähert oder nicht» — Der Ausdruck u 



iiy 

des allgemeinen Gliedes sei eine Function in endlicher Form von n, 
und werde durch u^ als Function von x bezeichnet, indem wir x 
statt n schreiben. Aus dieser Function gehen alle Glieder der ge- 
gebenen Reihe hervor, wenn man dem x alle ganzen und positiven 
Werthe giebt. Da der Werth von u» in ein beständiges Abnehmen 
kommt, wenn man x um Einheiten wachsen lässt von einem bestimmten 
ganzen Werthe aus, so wird Ux in ein beständiges Abnehmen kommen, 
auch wenn x stetig von einem bestimmten Werthe bis ins Unend- 
liche wächst. Sobald dies von dem ganzen Werlhe m an eintritt, 
hat man: 



und 



/ni + l /*« + « /•m + 8 

Uxrfx, Um-|.l> 1 Uxrfx, Um+i> I Uxrfx,.,. 

/m+t /^m + t /•m+8 

Uxefx, U„+i< 1 Uxrfx, Um + 3< I UxrfX,... 

woraus sich ergiebt, wenn man respective diese zwei Reihen von 
Unirleiehheiten addirt, Glied zu Glied, 

/•CO 

I Uxrfx<Um + U„4.i +U„+i+... 

und 



/ 



Uxefx>U„ + i+Um + i + ... 






Jeaachdem nun dieses Integral / Ux dx endlich oder unendlich jst, 

•Ab 

wird auch die Reihe, von Un-|.i an, eine endliche Summe haben oder 
nicht* Demnach ist die gegebene Reihe convergent oder divergent, 
jenacMem das Integral 

I Uxrfx 

endfich oder unendlich ist. 

Z. B. Wir untersuchen die Reihe 
Hier ist die Function u^ gleich—^, und kommt ins beständige Abnehmen, wenn 



118 

_ = 3 , abo wird 

unendlich, wenn a'<l, und endlich, wenn a>>l. Ist a = l, so hat 



/OD 

/dx fdx 



man i — = i — = Jx, welche Grösse zugleich mit x unendlich wird. Also 

ist die gegebene Reihe convergent^ wenn a>'l; und divergent, wenn a<[l oder 
a=l. 

§. 81. 

Function und bestimmtes Integral in allgemeinerer Bedeutung. 
Fouriersche Reihen, 

Bei wichtigen Anwendungen der Mathematik auf Mechanik und 
Physik (z. B. in der Untersuchung über die Gestalt schwingender 
Saiten und in der mathematischen Theorie der Wärme) ist man sehr 
häufig zu einer aligemeineren Auffassung einer Function Y=f(jOy 
und ebenso eines bestimmten Integrales von y dx genölhigt (z. B. wenn 
y=/*(x) die ursprüngliche Gestalt einer schwingenden Saite, oder 
die zur Zeit Null vorhandene Wärmevertheilung in den durch die 
Abscissen bestimmten Schichten eines Körpers bezeichnet). 

Wir betrachten hier eine Function y=/*(x) innerhalb eines be- 
stimmten Intervalles von x = a bis x = b. Zwar soll die Function 
innerhalb dieses Intervalles stetig sein, aber damit ist nicht gesagt, 
dass y in diesem ganzen Intervalle immer nach einem und demselben 
Gesetze von x abhängig sei, sondern es kann stattfinden^ dass in 
verschiedenen Theilen jenes Intervalles das y auf verschiedene Weise 
aus X gebildet sei, z. B. /*(x) soll von x = a bis x=m eine be- 
stimmte Function, von x=m bis zu x = n eine andere, und von 
x=n bis zu x=b eine dritte Function sein, wo a^m-^n-^b 
vorausgesetzt wird. Ja, was noch mehr ist, man braucht nicht ein- 
mal an eine durch mathematische Operationen ausdrückbare Abhängig- 
keit des y von x zu denken, so dass man unter Y=f(x) weiter 
nichts versteht, als dass jedem bestimmten x zwischen a und b ein 
bestimmtes endliches y entspricht, gleichviel wo man das Letztere 
herbekommen hat. Jenachdem /*(x) innerhalb eines Intervalles ein 
einziges, oder hintereinander mehrere verschiedene Gesetze befolgt, 
wollen wir die Function regulär oder irregulär nennen; wir 
sagen also hier »irregulär« statt des sonst gebräuchlichen, aber Irrung 
veranlassenden Wortes »discontinuirlich«. 



Wenn man nun ein bestimmtes Integral durch die Gleichung 
rVcx).<?x=5P(b)— 5P(a) 

definirt, so setzt man voraus, dass eine Function q)ix) exislire, welche 
wenigstens innerhalb des Intervalles x=-a bis x=b die Eigenschaft 

besitzt. Dies würde aber mit einer angenommenen Regellosigkeit 
von fCx) unverträglich sein. Deshalb halten wir uns hier an 
die allgemeinere Definition des bestimmten Integrales, wonach 

f(x)dx als die Summe aller Werthe von fix)dx zwischen den 
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Grenzen f(ßi)dx und fOOdx erscheint. Diese letztere Erklärung 
passt auch auf alle irregulären Functionen /*(x). 

Wollte man nun f(x) in eine Reihe entwickeln, die nach Potenzen 
von X oder x — « fortlauft, so würden die Coefficienten nur dann 
dieselben bleiben, wenn f(x) continuirlich eine und dieselbe Function 
bleibt; aber so wie die Function eine andere wird, würden auch die 
Coefficienten anders werden. Sodann müsste man beweisen können, 
dass diese Reihen convergiren. — Diesem Uebelstande wird nun auf 
einfache Weise dadurch abgeholfen, dass man eine Reihe sucht, deren 
Glieder nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen von x fortlaufen. 
Nämlich es gilt der folgende wichtige Satz: 

Jede beliebige, reguläre oder irreguläre Function /*(x) einer ver- 
änderlichen Grösse x lässt sich in eine unendliche Reihe entwickeln, 
die nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen von x fortlauft, und 
convergent ist 

Wir haben nun die folgenden Aufgaben zu lösen. 

I. Man soll eine beliebig gegebene Function f(x) in eine nach 
den Sinus der Vielfachen von x fortlaufende Reihe entwickeln. — 
Zu diesem Zwecke wende man die Methode der unbestimmten Coef- 
ficienten an, setze daher zuerst 

fOO = Ai sinx + Ai sin2x + A3 sin 3x + . . . 

(wo Ai, A2, As,«., von x unabhängige Grössen bezeichnen), und 
suche nun die unbestimmten Coefficienten Ai, A2, As,... zu bestim- 
men. Dabei denke man daran, dass wenn m und n zwei beUebige 
Zahlen vorstellen, dann immer 
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sinmx^nnx£?x = ist, so oft m^n, 



m 

dagegen y wenn m=n sein sollte« 

sm mx sm nxrfx = I (ßin nx)* rfx = -^ tt ist. 

Es ist nämlich 

1 1 

sin mx sin nx = ^cos (m — n) x— ^ cos (m+n) x 

und diese Formel geht für m=n in 

(sin nx)' = -— — — cos 2nx 

über. Daher ist 

sin (m — n) X 8in(m + n)x 



/" 



80 lange m voiTn verschieden ist; dagegen für m=:n 

"* 11 

(sinnx)'d:x=<K-x — -j — 8in2nx. 



/' 



Man wird nun die angenommene Gleichung nach und nadi mit 
sinxrfx, sin2xc2x, sinSxcfx,... multipliciren, und jede dieser entsie«^ 
benden Gleichungen nach x zwischen den Grenzen und n integrireiii. 
Dann erhalt man nach und nach: 

\ 

sin x/*(x) dx =-5- nki 

"« 1 

sin 2x/*(x) dx =-5- n k% 

sin 3x/*(x) rfx =-0- ;y A3 

u. s. w., 
so dass hieraus die unbestimmten Coefficienten Ai, Aa^ A«,... ge- 
funden werden, in bestimmte Integrale ausgedruckt« Man hat folg- 
lich zuletzt: 

/*(x>= Ai sinx -f Aisin2x + A3 sin3x+.. .. 

WO An = — / sin nx/*(x) e?x 






das ist 



=1/ 

(l ) f(x) ——S fsin nx / '^ sin nx/(x) rfxl 

wo 2 die Summo aller unendlich vielen Glieder bedeutet, welche aus 
dem allgemeinen Gliede (in der Klammer) hervorgeho», wenn man 
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9tatl n nach und nach Null nnd aUe positiven ganzen Zahlen setzt 
(das allererste Glied, wo n^sO gesetzt wird, wird aber selbst der 
NaU gleich)« 

II. Man soH fCx) in eine Reihe verwandeln, die nach Cosinus 
der Vielfachen von x fortlauft. — Zu diesem Zwecke setze man 

/*(x) =Bo+Bi cosx + Bi cos 2x + B3 cos 3x -(-... , 
raultiplicire diese Gleichung mit cos Odx, cos xdx^ cos 2xdXj cos 3xdXj . . ., 
und integrire nach x zwischen den Grenzen und jt. Dadurch er- 
balt man: 

//•(x)rfx=Bo7r, also Bo = — / fOOdx 

und noch, wenn n jede positive ganze Zahl vorstellt, 

2 /*» 
B^=— I cosnxfOOdx. 

Jo 

Daher hat man zuletzt: 

/'(x) = — lf(x)dx'\ ^jcosnx /'^cosnx/(x)rfxT, 

WO jedoch der Werth Null von n ausgeschlossen bleibt; oder man hat: 
1 
/(x) = g-Bo +Bi cosx -f- B2C0s2x+Bs cos3x+... 

wo B.= — / cosrixfOOdXf und n = 0,l,2,3,... 

gereizt wird, das ist 

(2) ^(x)=— S j cosnx / ^cosTixfCx)dx 1 

Jo -* 

wenn man statt n nach und nach Null und alte ganzen Zahlen setzt, 
aber von dem for n = hervorgehenden Gliede nur die Hälfte 
nimmt« 

in. In den Gleichungen (1) und (2) stellt f(x) eine ganz will- 
kürliche Function, sogar eine Reihe völlig gesetzloser Werthe vor, 
so dass die nach Sinus oder Cosinus der vielfachen x fortlaufenden 
Reihen irreguläre Functionen eben so gut als reguläre darstellen. 
Es lässt sich beweisen (wieDirichlet gethan), dass für alle Werthe 
von X zwischen und n die Reihen in Cl) tmd (2) convergiren, 
mid diese Gleichungen gültig sind. — Ferner ist zu bemerken: Die 
Glakhung (1) gilt auch noch für alle negativen Werthe von x, die 
onacban und — tv liegen, so oft statt fix) eine solche Crcgulire 
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oder irreguläre) Fonction ^^(x) gesetzt wird, welche die Eigenschaft 
hat, dass 5P(— x)=— yCx) ist. Die Gleichung (2) gilt dagegen 
auch noch für alle negativen Werthe von x, welche zwischen und 
— ;t liegen, aber wenn statt fQx) eine andere Function t^C^^^) ge- 
setzt wird, welche die andere Eigenschaft hat, dass ^C— x)=^(x) 
ist. Auf diese einfache Bemerkung kann man eine Reihe gründen, 
welche die Reihen (1) und (2) als besondere Fälle in sich begreift, 
und eine von x=— tt bis x = 7r ganz willkürlich gegebene Function 
/*(x) darzustellen geeignet ist. Nämlich setzt man , während /*(x> 
jede beliebige Function vorstellt, 

q>Cx)^jfOO-^f(i-x) und VW = |-/'(x)+yA-x), 

so ist fO0 = q>(x) + tpCx). 

Findet man nun ^(x) aus CO und tpQx) aus (2), so folgt: 

r3l fCx) = i "o'ßo+Bi cosx-l-Bi cos2x -f-Bj cos3x -f . . . ) 
( -fAisinx+A2sin2x+A3Sin3x + ...) 

n durch d 
1 A 



wo die Coefficienten durch die Gleichungen 

B„=-l r''cosnx[/'CxD+/'C-x)]rfx 



i =— I si] 



sin nx IfOO —fC— x)] dx 



^0 

zu bestimmen sind. Man kann diesen Ausdrücken eine einfachere 
Form geben. Nämlich zerlegt man B^ in zwei Integrale, und führt 

z = — X in j cosnxfi — x)dx ein, so verwandelt sich dies in 
— 1 cosnz/'(z)rfz, d. h. in — 1 cosnx/*Cx)rfx 
cosnx/*(x) dx. Aehnliches gilt für A^. Daher ergiebt sich 
B^= — I cosnxf(x)dx 

sinnx/'Cx)rfx 



=/ 



1 r+« . 

.= — / sir 



Die Reihen (1), (2), (3) werden die Fourierschen Reihen 
genannt, weil Fourier zuerst ihre hohe Wichtigkeit in der mathe- 
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matischen Physik geltend gemacht, und ihre Natur näher kennen ge- 
lehrt hat. Dies Verfahren, ganz willkürliche Ci'cguldre sowohl als 
irreguläre) Functionen durch Sinus- und Cosinusreihen, mittelst be- 
stimmter Integrale, gleichmässig darzustellen, hat zur Erweiterung 
und Vervollkommnung der Analysis wesentlich beigetragen, und findet 
zahlreiche Anwendungen. 

§. 82. 
Fouriersche Formel. 

Diese Formel, welche bei den Anwendungen der Analysis auf 
Physik von Wichtigkeit ist, lehrt, jede Function in ein bestimmtes 
Doppelintegral zu verwandeln; dabei kann die Function auch irregulär 
sein. Die Formel ist 

JP(x) = -^ y F(X)dl I ^ cospCx — t).cfp 

welche für alle reellen Werlhc von x stattfindet, weil das Integral 
in Bezug auf t zwischen — cx) und -f oo genommen wird. In dieser 
merkwürdigen Formel enthält das Integral die Veränderliche der 
Function als willkürliche Constante. Diese Gleichung lässt sich aus 
den Formeln des vorigen Paragraphen ableiten; aber man kann sie 
auch einfacher und direct auf folgende Art beweisen: 

Nehmen wir zuerst das Integral in Bezug auf p zwischen den 
Grenzen 0, p, so wird unter dem Vorbehalte, dass nachher p = x 
gesetzt wird, das Doppelintegral y zu 

wenn t = x gesetzt wird. Setzt man nun p = QO, so hat man 

ausgenommen für die Werlhe von z, welche selbst unendlich sind, 

Sin z 

und welche unberücksichtigt bleiben können , weil der Factor 

z 

den correspondirenden Theil des Integrales unendlich klein macht« 
Man hat also einfach: 
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Es wftre hierbei noch xa beweisen • dasi f — r-~ <fz = ir ist «^ Man 



erhftit dorch theilweise Integration: 

e cos zdz = e sin z -|- a I e sin z ili 

/— •« — •■ y _„ 

e sinzifz = ~e cosz — a I e coszife 

Werden die Integrale zwischen den Grenzen ,0 und oo genommen, aad dann 
mit A und B bezeichnet, so folgt: 

A=aB, B = l — aA 

•1-0 B=j-1^, 

das ist I e sin z ifz = 



/ 



1 + a« 
Ö 

üCuB multiplicire man auf beiden Seiten mit dtt und integrire nach a, Ton bis 
a, wobei man links zuerst die Inflation nach a vollziehen kann. Weil nuii 



/ 



a ~" 

— •• 1— e 
e <fe= 1 > 



so erhfiH 



f 



sin z dz = arc lang a. 



Setzt man in diesem Integrale a unendlich gross, so kommt das bemerkens- 
werthe Integral: 



/^sinz n 



Femer, da für ein negatives z ungeändert bleibt, demnach 

z 



r^iinz ^ r^sinz , 

J — *=^2j —dz 



isTj so hat man: 

"+®sinz 

-rfz=Jr. 



/ 



z 

00 



Als Anhang zur Betrachtang der bestimmten Integrale folgt noch: 
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S. 83. 
Annähernde Berechnung begrenzter Integrale. 

Da man häufig nicht vermag, ein vorgelegtes Integral ff(x)dx 
auf eine für die Rechnung brauchbare Weise allgemein darzustellen, 
selbst nicht durch Reihen, so bedarf man einer Methode, um we- 
nigstens den angenäherten Zahlenwerth eines solchen Integrales, 
zwischen gegebenen Grenzen, zu finden. 

I. Man setzt hier an die Stelle der Function f(x) eine andere 
9)U), wo 9)(x) eine rationale ganze Function von x ist^ und welche 
mit f(x) eine gewisse Anzahl von Werthen gemein hat. Dies kann 
aber nur dann mit Erfolg geschehen, wenn die Function f(x) zwischen 
den Grenzen der Integration stetig fortgeht. 

Will man eine ganze Function y von x aus einer gewissen An- 
zahl von besonderen Werthen bestimmen , und sind yi , ya , ya , . . . 
die den Xi, X2, Xa,... entsprechenden Werthe, so setzt man be- 
kanntlich am einfachsten: 

y=Xiyi+X2y2 + X3y3 + ... 

Cx— X2) (X— X3) Cx — X4) ♦ . . 



wo Xi = . 



X2 = 



(xi — X2) (xi — X3) CXi— X4) . 

Cx — X,) (X — X3) (X — X4) . 



CX2 — Xi)(X» — X8)(X2 — X4)... 

V _. (x— -xO(x— ■X2)(X — X4).>. 
(X3 — Xi) (X3 — Xa) (X3 — X4) . . . 
u. s. w. 
Es sei nun der Ausdruck 

z = ffOC)dK 

gegeben, wo dieses Integral durch keins der bisher angeführten Mittel 
zu finden ist, ja wo selbst die Function /"(x) noch unbekannt sein 
kann, so dass man blos die Werthe dieser Function für einige ge- 
gebene Werthe des x kennt. Nehmen wir z. B. an^ dass man fol- 
gende zusammengehörige Werthe von x und /*(x) habe : 
X 3^ , a , b , c , d , . . . 
/•(x) = A, B, C, D, E, ... 
Dann kann /(x) unter die folgende Form gebracht werde»: 
/(x) ^ Cx — aKx— b)(x— cKx— d)... ^ 
abcd... 
, xCx — bKx — c)Cx— d).., g 
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, X (x — a) (X — c) (X — d) . . • 



C + ... 



b(b — a)Cb — c)(b — d) 
MuUipIicirt man alle Glieder dieses Ausdrucks durch dfx, und integrirt 
sie dann, so erhält man: 

z= / Ax)rfx==jp^-j— / cfx(a— x)Cb — x)(c-- x)(d -X)... 

xrfx(a--x)(c— x)(d— x)... 



5-^b)(d-b)..J^ 



^b(a— b)(c 

D ^ C 

+ -7 TTvi tTj ;^ — I xrfxCa— x)(b— x)(d— -X) 

' c(a— c)(b — c)(d— c)...7 v -rv /v / 

Hat man z. B. nur zwei Werthe von f(x)=A undB, furx=0 
und a, so wird der vorhergehende Ausdruck 

z = rfCx)dx = ^ /rfx(a-x) + ^ / xrfx, 

also, wenn man nach den Integrationen x=a setzt: 

z = ya(A + BD, 

so dass dann die Grösse z gleich dem arithmetischen Mittel zwischen 
den Grössen aA und aB ist/ 

Hat man aber drei Werthe von f(x) = A, B, C, für x = 0, a, b, 
so geht der vorhergehende allgemeine Ausdruck in den folgenden über: 



= / /•(x)rfx = ^ /rfxCa — x)Cb — X) 



+ i[(5?ir)/^^^(^*>-^Hb^^ Ca - X). 

Setzt man hier nach den Integrationen x = b, so erhält man für den 
gesuchten Werth des gegebenen Integrals 

Ab,Q K, , Bb» , CbC3a--2b) 
^"'6ir^^^""^^"*"6a(b-a)+ 6(a-b) ' 
So kann man fortgehen, indem man vier, fünf und mehr der gege- 
benen Grössen A , B , C , . . . in Betrachtung zieht. 

Viel einfacher werden diese resultirenden Gleichungen, wenn 
man die Differenzen der aufeinander folgenden Werthe von x unter 
sich gleich gross nimmt, d. h. wenn man b — a=±=c — b = d — c... 
setzt. Auf diese Weise findet man für das Integral z = ff 00 dx 



JA Uli 
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zwischen den beiden Grenzen x=a und x=sa>)-in nach der Ord- 
nung folgende Ausdrücke: 

'"^yix)dx=^m [/•(a)+/'(a + m)] 

a 

= |-»^ [/•(a) + 4/(a + ~ra)+/(a + m)] 

=|m [Aa)+3/'(a+im)+3/l(a+|ra)+Aa + in)] 

u. s. f. 
Lässt man also die Grösse x==ra durch, gleiche Intervalle e wachsen^ 
so dass X nach der Ordnung gleich a, a+6, a + 2fi, a-fS«,».. 
wird, bis endlich der letzte dieser Werthe von x = b wird, so wird 
man unser zwischen diesen beiden Grenzen x=a und xssb einge- 
schlossenes Integral auf folgende Weise darstellen. 

1) Wenn man blos zwei Werthe von x, nämlich x = a und x = b 
kennt : 






/•(x)<fx = i-et/'(a)+Ab)]. 



2) Wenn man drei Werthe x = a, a-fc und b kennt: 

z= |-6[/t:a)+4Aa + 6)+Ab)l. 

3) Wenn man vier Werthe x=a, a-f-e, a + 26 und b kennt: 

z = -g- « [fOO + SAa + 6) + 3fia + 2e) +^1)1 

4) Wenn man fünf Werthe x=a, a + €, a+2«, a + 3c und 
i) kennt: 

^=Ä^P^<^^)+32Aa+^) + 12Aa+2£)+32Aa+36) + 7Ab)] 

u. s. f. 

II. Da diese ganz allgemeine Methode der Integration von so 
grosser Wichtigkeit ist, so ist es nicht unangemessen, sie noch auf 
eine andere Weise darzustellen. 

Nehmen wir an, dass die Grösse x=a nach und nach um die 
kleine Grösse e wachse und in a + ß? a + 2e, a-|-3e, ... übergehe, 
bis sie endlich a4-n£ = b wird, so dass demnach zwischen den bei-« 
d6ii äussersten Werthen a und b eine Anzahl von n — 1 Zwischen^, 
gtiedem enthalten ist, und dass F(x) das unbestimmte Integral von 
(fOOdXy also auch 
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f^fOOdx=:F(b)-F(fO 

das begrenzte Integral ff 00 dx von x=a bis x=b ausdrücke. 
Man hat nun nach der Taylorschen Reihe: 

F(a + e) = F(i)-{-efi&) +i- «y (a) + . . . 
F(a+2e)=F(a+ e)+c/'(a + £) +!-€*/•' (a+e) + . .. 
F(a + 30=FCa+2fi) + e/'(a + 2c)+-2-eY'(a+2c) + ... 

l 

JF(a + nc)=F(a+nfi — «)4-e/'(a + n«— £)+^«Y'(a+ne — e)+... 

Addirt man alle diese Reihen zusammen, und bemerkt, dass ne=b — a 
ist, so erhält man 

F(bD -F(a)=e2/*Ca + k«) + * e«2/*(a+k£) + i8»5/*"(a+ke)+„. 

wo k nach der Reihe die Zahlen 0, 1, 2, 3, ... bedeutet, und 2 
das Summenzeichen ist, das sich auf die n Wertbe von k bezieht, 
die zwischen k = und k=n — 1 enthalten sind. Nimmt man nach 
einander f(x) und f'{x), oder /"'(x) und /"•'(%) u. s. w. statt F(x) 
und fix) , so erhält man auf dieselbe Weise 

/(b)— Aa) = c5/''(a + k«) + -ie»^/'"(a+ke)+ ... 

f'(10i)-f'(fl) = e2f"i(ii + \u)+... 



Dies vorausgesetzt, wird man, wenn man die dritten und höheren 
Potenzen der sehr kleinen Grösse e weglässt, 

-ie»5/"'(a+kc)=^e(/T)-/'a)-^£Vb— /"a), 

^s»2f"0i+\ie)=je\f'b -f'&) 
setzen können, und hieraus erhält man 

F(h)-FW=eSf{tii+ke) + Yeifb—fiO - ^(^b— /»a), 
oder, was dasselbe ist, 

r*fix)dx=9 [i/"a+Aa+e) +A«+2«) + — +/(»+«« --«)+|-/T>] 
*^- 1 
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Dieser Ausdruck wird das gesuchte Integral desto genauer darstellen, 

1 
je kleiner e oder •- (b— a) ist, und je langsamer die Function fix) 

zwischen den Grenzen a und b sich ändert. In den meisten Fällen 
wird man auch das Glied mit €^ vernachlässigen können, so dass 
dann die Formel nur die besonderen Werthe von fix) enthält, die in 
Zahlen gegeben sein können, ohne dass die Form dieser Function 
bekannt zn sein braucht. 



IT« IntesrattoiA der Itftliereii DtffereiAtlalauBdrtteke 

einer 9 und der Partlaldifferentlale meltrerer 

ITerftnderllelien« 

§. 84. 
Integration der höheren Differentiale. 

Bisher war immer das erste Differential dY = Xdx 'gegeben, 
aus welchem durch Integration Y=fXdx bestimmt wurde. 

Nehmen wir nun an, dass blos das zweite Differential <Py=Xrfx* 

bekannt sei, so ist klar, dass y daraus nur durch eine zweimalige 

d^Y 
Integration herzuleiten ist. Es ist nämlich -^ = Xrfx, und wegen 

-^=rf^ (indem dx constantist) auch rf-r^LsrrXrfx, also, wenn man 

integrirt:^ =fxdx =fix) + C. Daraus folgt weiter : rfy =/te) ^^ 

+ Crfx, und wenn man abermals integrirt: y=/*/*Cx)rfx+Cx+C', 
wo C^ die Constante der zweiten Integration bezeichnet. Wegen 
/'(x)= rXrfx ist also auch 

y=y*rfx/Xrfx + Cx + C' 

wobei AvTchJdxfxdx eine zweifache Integration angedeutet wird. 
Ist das Differential dritter Ordnung rf'y = Xrfx' gegeben, so 
findet man ebenso (durch Wiederholung des vorigen Verfahrens) : 

y ^fdxfdxfXdx + Cx* + C'x + C" 
wobei C, C, C" die unbestimmten Constanten sind, und das erste Glied 
rechts eine dreimalige Integration bedeutet, die so zu verstehen ist: 

ifixUdxifTidx)^ 
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Diese wiederholten Integrationen deutet man, von den unbe- 
stimmten Constanten abgesehen, auf folgende einfachere Art an: 
Aus rf2y = Xrfx« folgt y=//Xrfx«; 
aus d^Y = Xdx^ hat man Y=ffJXdx^; 
u. s. w. 
Es folgt aus der Entstehung der höhern Differentiale von selbst, 
dass man aus dem n*«*" Differentiale die ursprüngliche Function, das 
ist das n*<* Integral, findet, indem man nmal nach einander integrirt. 
Mittelst des theilweisen Inlegrirens lassen sich die hohem Inte- 
grale auf lauter einfache zurückführen. Dadurch erhält man: 
ffXdx^ = xfXdx —JXxdx 

j f fxdx^=-~(x^fXdx^2xfXxdx+fXx^dx\ 

[ff f^dx' = i^S (^'/^^^ — 3x^/Xxrfx + SxfXx'^dx 

—fXx^dx\ 

u» s. w. 
Die in diesen Formeln ausgelassenen unbestimmten Constanten kann 
man hineinbringen, indem man Txrfx + C statt JXdXj JXxdx-^ C 
statt fXxdx u. s. w. setzt. Demnach erscheinen im n*«" Integrale 
auch n willkürliche oder unbestimmte Constanten. 

» Z. B. Man erhält durch diese Ergänzung 

+ Cx» + C'x«+C"x + C'". 

§. 85. 
Integration der partiellen Differentiale. 

Es bezeichne u eine Function der beiden von einander unab- 
hängigen Variablen x, y, und es sei der zweite partielle Differential- 

d^u 
quotient , , = z , also z =/*(x, y). Hier lässt sich die ursprüng- 
liche Function u nach den Regeln für die Integration von Differential- 
formeln mit Einer Variablen entwickeln; weil nach dem Sinne dieses 
Differentialquotienten der Reihe nach nur immer eine der beiden 
Grössen x, y als variabel, die andere aber als constant betrachtet 
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wird Es lässt sich also die Gleichung , , » == z erst hinsichtlich 
einer der Veränderlichen^ und dann auch hinsichtlich der andern inte-* 

griren. Nämlich, wegen ^-^=-^— hat man -^—rfy=:zrfy, und wenn 
nach y integrirt wird, so erhält man ^= /"z^y; daraus folgt 

^rfx=rfx rzrfy, und wenn man jetzt nach x integrirt: 

u = fdxfzdYi 
dabei ist die Ordnung der beiden Integrationen, im Allgemeinen ge-* 
nommen, willkürlich, und es ist eben so gut auch 

u ^fd^fzdx. 
Efirzer und äblicher ist folgende Bezeichnung: 

u=ffzdxdy oder VL==ffzdydx, 
wobei sich jedes der beiden Integralzeichen auf eine der beiden Va- 
riablen X und y bezieht; ein solches Integral wird auch ein dop- 
peltes oder zweifaches genannt. — Hinsichtlich der willkürlichen 
Constanten muss noch bemerkt werden, dass man, der nöthigen All- 
gemeinheit wegen, dem Integral nach y eine unbestimmte Function 
Ypn X, und dem Integral nach x eine willkürliche Function von y 
beifügen muss. Da indess in der Anwendung auf Geometrie oder 
JHechanik diese Integrale immer innerhalb gewisser Grenzen genommen 
werden, so sind in diesem Falle auch diese willkürlichen Constanten 
entbehrlich. 

Man wird nun auch die Bedeutung des dreifachen Integrals 
J J JydxdydZj wobei v im Allgemeinen eine Function der drei un- 
abhängig veränderlichen Grössen x, y, z ist, leicht verstehen. Ist 

rf'u 
nämlich der partielle Differentialquotient , , . = v gegeben, so 

findet man daraus, wenn man zuerst nach z, dann nach y und endlich 
nach X integriren will Oin Allgemeinen ist die Ordnung wieder will- 
kürüch): 

u=/ / /vefxrfyrfz= j dx 1 dy j \dz. 

h Bezug auf die willkürlichen Constanten ist wieder zu bemerken, 
dass man nach der in Bezug auf z durchgeführten Integration eine 
iriUkOriiche Function von X; y, und so in den beiden übti^^^w^ \>sk^ 



y und X ausgeführten Integrationen beziehungsweise eine Function 
von X, z und y, z beiiFägen muss. In der Regel werden dber auch 
solche 'Iiltegrale innerhalb bestimmter Grenzen genommen, und zwar 
am häufigsten: in Bezug auf z, von z = FCx,y) bis z=/'(x,y); in 
Beziehung auf y von y = Fi(x) bis y=/lCx); und in Hinsicht auf 
x, Von x='Abis x = a, wo F, /*, Fi, /I gegebene Functionen be- 
zeichnen. 

Man 'steht endlich leicht, dass man auf dieselbe Art auch noch 
höhere Integrale bestimmen könnte. 



üf. 4Mr#e9vii#loti der 'Ulfftaieittlfiiroriiieln mit; melirapen 

ITariableit. 

§. 86. 

Bedingungen der häegrahilität für die Differeniialausdrücke der 
ersten Ordnung mit mehreren unabhängig Veränderliehen. 

Wenn Bine DifTcrenti^lformelmit einer einzigen Variablen x, das 
ist Xrfx, wo X eine Function von x bedeutet, zur Integration vor- 
gelebt wird, so unterliegt die Existenz des unbekannten Integrales 
keinem Zweifel, denn es lässt sich das Integral als Summe betrachten. 
Also kunn Xefx immer ^Is das genaue Differential einer gewissen 
Functrou von x betrachtet werden, die sich entweder in einem ge- 
'Schlössenen Ausdrucke darstellen, oder wenigstens in Gestalt einer 
iReihe entwickeln l^sst. — Anders verhält sich aber die Sache bei 
Differentialformeln mit mehreren von einander unabhängigen ver- 
ändetlichen -Grössen x, y, z.,..., welche, insofern sie vom ersten 
ÖPftde und, die Form 

Pdx + örfy+Re/z+... 
haben, wobei P, Q, R, ... Functionen von x, y, z,... bedeuten. 
Wofern diese Functionen liicht gewissen Bedingungen Genüge leisten, 
ist le« ttnmügUch, dass die gegebene Differentialformel durch Diffe- 
reÄÄiru^g irgend einer Function der Variablen x, y,'Z., ... en^tehe, 
d. h. integrirt werden könne. 

Wir betrachten z^zerst.Differenzialformeln, in welchen blos zwei 
von einander unabhängige »veränderliche Grössen erscheinen. Es sei 
eine iDifferentialformel der ersten Ordnung von zwei Variablen xund 
y, uäjoUch 

:Pife+.Qrfy 
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g!egeben^ wo.P und Q Fnnotionen] von. x und: y bedeuten;. Eine^solche 
Formel kann nicht allgemein als das vollständige Differential einer 
Function, von x und y angesehen, werden, sondern dies wird nur dann 
der. Fall «ein, wenn eine gewisse Relation zwischen. P und: Q existijNi 
Nämlich es. sei U irgend eine Function von x und y; danUi wirA das 
vollständige Differential von U ausgedrückt: durch 

Soll num die gegebene Function PeZx.-f Q^y aus der Diflerjeozjrung 
irgend einer Function U hervorgehen, so> mu6& mani seteen. honi^n 

dl] dV 

^"""dx"' ^~ rf^- 
Aber nach §• 39 ist 

d^U d'V 



dxdy dydx ' 
also muss man gleichfalls haben: 

d? ^ dQ 
rfy dx ' 
eine Bedingungsgleichung, welche immer bestehen muss,, vvenn 
der Ausdruck Pdx+Qrfy das wahre oder vollständige Differential 
einer Function zweier Variablen, d. h. integrabel sein soll. 

Wir betrachten ferner ein Differential mit drei Variablen, Es 
sei die Differentialformel 

Pdx + Qrfy + Mz 

gegeben, wo P, Q, R Functionen voa x, y, z bedeuten. Wenn nun 
U eine Function von x, y, z ist, so hat man^ 

^, dV , .dU , , rfu , 
dU = -7- dx + —5- dy + -7- dz , 

dx dy "^ ' dz ' 

und überdies 

dH]_^_d^. d^ü ^ d'V ^ d^^d^ 
dxdY dydx ' dxdz dzdx ^ dydz "" dzdy ' 

Also kann die gegebene Formel nur dann das Differential einer gOr. 

wissen Function von x, y, z sein, wenn die Grössen P, 0.^ R (tea 

Bedingungen genügen: 

^^dO ^^dR dO^dR 
dy dx ' dz dx ' dz dy ' 
Dies sind die für die Vollständigkeit des Differentials Pdx + Qdy + Rdz 
zeugenden S Bedingungsgleichungen, welche zugleich hier die 
Int.e Stabilität des gegebenen Differentials bedingen. 
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Aehnliche Bedingungen findet man für eine grössere Anzahl von 
Variablen. 

Die Bedingungen der Integrabilität eines Differentialausdmckes 
kann man auch als die Beduigungen der Unabhängigkeit der in ihm 
enthaltenen Veränderlichen betrachten. — Finden bei einer in der 
Anwendung wirklich vorkommenden Differentialfunction diese Bedin- 
gungen nicht Statt, so müssen die Veränderlichen von einander ab- 
hängig sein. 

Als Beispiel betrachten wir die Hydrostatik. Dieselehrt, dass das Gleich- 
gewicht einer Flüssigkeit durch die drei Gleichungen 

ausgedruckt wird, wo p den Druck im materiellen Puncto, dessen rechtwink- 
lige Coordinaten x, y, z sind, und dessen Dichtigkeit p ist^ bedeutet, und 
X, Y, Z die auf diesen Punct parallel mit den Axen wirkenden Kräfte be- 
zeichnen. Wenn man daraus die Formel 

ableitet, so kann man dem allgemeinen Gesetze des Gleichgewichtes der Flüssig- 
keiten eine andere analytische Form geben, indem dazu der Ausspruch hin- 
reicht, dass diese Differentialfunction hinter dem Integralzeichen integrabel 
^ein muss in Bezug auf die drei unabhängigen Variablen z, y, z. 



§. 87. 
Integrirung der Differentialformeln mit mehreren Variablen. 

Wenn der gegebene Differentialausdruck den Bedingungen der 
Integrabilität genügt , so kann man sein Integral auf folgende Weise 
erhalten. 

Es sei 

rfU=Prfx-|.Orfy 
gegeben. Da Ydx das partielle Differential von U nach x ist, indem 

-=— =P ist, so erhält man, wenn man dasselbe ebenfalls nach x 
dx ^ 

integrirt, 

ü = /Prfx-hY, 

wo Y die Stelle der willkürlichen Constante vertritt und eine Function 
der Variablen y allein bedeutet. Dieses Y wird aber hier durch die 

Bedingung bestimmt, dass auch ;j- = Q sein muss. Differenzirt man 

demnach die Gleichung U=/'F€?x+ Y in Bezug auf y, so erhalt man 
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also ist 

oder 

diese Gleichung integrirt, giebt 



;rirt, giebt 



Das gesuchte Integral ist folglich 

D=/p.ix+/(Q-/|*)i,. 

CäS 
ein Ausdruck, welcher völlig bestimmt werden kann, wenn "^ / 5^^^ 

eine Function von y allein (oder constant) ist. Damit dies stattfinde, 
muss das Difierential dieser Function, nach x genommen, den Werlh 
Null haben, d. h., es muss 

du dy 
sein. Man sieht also, dass die Ausführbarkeit dieser Integration die 
Existenz der im §. 86 angegebenen Bedingung voraussetzt. 

Man kann bei dem eben erklärten Verfahren, wenn sich das Integral iQdy 
leichter angeben lasst, als f?dx^ zuerst in Bezug auf y integriren; daraus er- 
wächst die Formel •' 

Auch versteht es sich von selbst, dass man in beiden Formeln dem Resultate 

noch eine willkürliche Constante zusetzen muss. 

Wäre P blos eine Function von x, und Q blos eine Function von y, so hätte 

man geradezu ^ /• /• 

jifdJi + Qdy:)=^J?dx +jQdy. 

Um aus einem vollständigen Differentiale einer Function von mehr 
als zwei Veränderlichen die ursprüngliche Function zu finden, braucht 
man die eben entwickelte Integrationsmethode nur wiederholt anzu-- 
wenden. 
Es sei 

cfü = Prfx + Qrfy+Rrfz 
ein gegebenes den Bedingungen der Integrabililät entsprechendes. 
Differential. Das Integral U muss die Form 
. U=jrPrfx + Y 
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haben, wo Y eine Function von y 'und z allein bedeutet. Diese 
Gleichung g^ebt, wie oben^ 

du _ fdP, , dY 

und da diese Grösse gleich Q sein muss, so ist 

WO Z eine Function von z allein bedeutet. Also hat man jetzt 

ü-/prfx+/rfy(0-/rfxf.) + Z. 
Diese Gleichung giebt weiter 

und da diese letzte Grösse gleich R sein muss, so wird die Function 
Z bestimmt durch die Gleichung 

woraus 

Also endlich ist das gesuchte Integral 

Vr=JdX.?+fdY(Q-fdx^^-{- 

+>[-/*f-A(f-/*^)]+«=- 

Man kann auch hier leicht nachweisen, dass dies Verfehren der In- 
tegration die Existenz der im §. 86 angegebenen Bedingungen der 
Integrabilität voraussetzt. Damit nämlich die Grösse 

eine Function von z allein sei, müssen die DilSerentiale dieser Func- 
tion, nach X und nach y genommen. Null sein, welche Bedingungen 
geben : 

dx dz J ^\dzdx rfyrfz/ 

Diese Gleichungen werden bestehen, wenn man hat: 

^ — ^=0 ^Q dP ^Q dR rfQ__Q 
dx dz ^ dx d^ ^ dy dz 
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Es ist kanm nöthi^ za bemerken, dass man zu demselben Resultate gelangen 
rauss, welches auch die Variable sein mag, bei der man die Integration be- 
ginnt. Also kann man in der obigen- Formel fiir das gesuchte Integral P oder 
Q mit R vertauschen^ wenn man nur zugleich x oder y an die Stelle von z 
treten lässt. 

Auf dieselbe Weise wird man Differentialformeln mit vier, fünf 
veränderlichen Grössen u. s. w. behandeln. 

Man sieht, dass die Integration einer integrabeln Differential- 
formel immer auf die Integration von Differentialformeln mit Einer 
Variablen, d. h. auf blosse Quadraturen sich zurückführen lässt. 



VI« Von den Dlfferentlalslelelinnsen Im Alisemeinen. 

§. 88. 
Bildung der Differentialgleichungen. 

Die Differentialgleichungen w^erden nach dem höchsten 
der Differentiale, die sie enthalten, in Ordnungen klassificirt, und 
nach der höchsten Potenz der Differentiale in Grade; Gleichungen 
vom ersten Grade heissen auch lineare. — Eine vorgelegte Diffe- 
rentialgleichung integriren, heisst, aus derselben eine Gleichung zwi- 
schen den veränderlichen Grössen selbst, die sogenannte Integral- 
gleichung finden, welche differenzirt zur gegebenen Gleichung 
führt. Da, wie wir sehen werden, die Integralgleichung in ihrer 
allgemeinsten Form unbestimmte Functionen oder doch unbestimmte 
Constanten enthält, welche in der Differentialgleichung nicht erschei- 
nen; so ergiebt sich bei der Rechnungsprobe die zur Integration vor- 
gelegte Gleichung erst, wenn man zwischen der Integralgleichung 
und ihrem Differential die erwähnte Function oder Constante eli- 
nunirt 

Es sei 

u = 
eine Gleichung zwischen zwei oder mehreren veränderlichen Grössen, 
von denen man eine als Function der übrigen betrachten kann. Diffe- 
renzirt man diese Gleichung, was 

rfu = 
giebt, oder combinirt diese beiden Gleichungen auf irgend eine Art, 
so entsteht eine Differentialgleichung von der ersten Ordnung. Büdet 
nmn ferner 
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oder verbindet diese mit den beiden vorigen Gleichungen, so kommt 
man zu einer Differentialgleichung der zweiten Ordnung, von welcher 
man zu Gleichungen noch höherer Ordnungen aufsteigen kann. 

Vorzüglich wird hier der Fall betrachtet, wo die Gleichung u=0 tiur zwei 

Veränderliche enthält, also nur Eine unabhängig Variable (so dass an partielles 

Differenziren nicht zu denken ist). 

Aus einer gegebenen Ur-Gleichung u = lässt sich durch Diffe- 
renziren irgend eine Constante wegschaffen. Dies geschieht ent- 
weder dadurch, dass man vor dem Differenziren diese Constante ent- 
wickelt, sondert, d. h. die Gleichung u=0 auf die Form v + a=0 
bringt, oder, was dasselbe Resultat giebt, wenn man durch Verbin- 
dung der Differentialgleichung mit ihrer Urgleichung die Constante a 
eliminirt. Demnach kann die erste Differentialgleichung eine Constante 
weniger, die zweite zwei weniger, u. s. w. als die Urgleichung ent- 
halten, indem bei jedem Uebergange von einer Gleichung zu ihrer 
Differentialgleichung der nächst höheren Ordnung eine Constante sich 
wegschaffen lässt. — Es folgt daraus umgekelirt, dass jedes erste 
Integral einer Differentialgleichung eine Constante mehr enthält, als 
die Differentialgleichung. 

Bis jetzt betrachteten wir totale Differentialgleichungen. 

Wenn aber die gegebene Urgleichung mehr als zwei Veränder- 
liche, also mehr als Eine unabhängig Veränderliche enthält, so kann 
man partiell differenziren nach den unabhängig Veränderlichen. Die 
partiellen Differentialgleichungen lassen sich untereinander und mit 
ihrer Urgleichung verbinden, so dass nicht blos constante Grössen, 
sondern sogar veränderliche Bestandtheile der Urgleichung gänzlich 
wegfallen. — Daraus folgt umgekehrt, dass das Integral einer par- 
tiellen Differentialgleichung willkürliche Functionen einführt. 

Wenn die Gleichung nur eine einzige unabhängig Veränderliche enthält, so 
ist es nicht möglich, durch Verbindung der Differentialgleichung mit der Ur- 
gleichung einen veränderlichen Bestandtheil gänzlich wegzuschaffen. 

Während man also bei einer Gleichung mit zwei Veränderlichen 
durch Differenziren nur willkürliche Constanten wegschaffen 
kann, lassen sich bei einer Gleichung mit drei oder mehr Ver- 
änderlichen durch partielles Differenziren sogar willkürliche Func- 
tionen eliminiren. 

Der Zusammenhang zwischen einer Differentialgleichung und der 
primitiven ist viel verwickelter, als der zwischen einer Differential- 
formel und ihrem Integral. Dieselbe primitive Gleichung kann durch 
verschiedene Operationen zu Differentialgleichungen führen, die gänzlich 
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Ton einander verschieden sind. Anderseits kann ein System von 
unzählig vielen verschiedenen primitiven Gleichungen derselben Diffe* 
rentialgleichung entsprechen. — Daher entstehen besondere Schwie- 
rigkeiten bei Integrirung der Differentialgleichungen. 



S. 89. 

Unterschied der Gleichungen mit endlichen Grössen , mit totalen 
Differentialen und mit partiellen Differentialen. 

Es ist wichtig, diesen merkwürdigen Unterschied in der Bedeu- 
tung der Gleichungen aufzufassen. 

Eine endliche Gleichung zwischen veränderlichen Grössen 
drückt einen in jeder Beziehung vollkommen bestimmten (individuellen) 
Zusammenhang zwischen diesen Grössen aus. 

Differenzirt man aber die Gleichung, so kann man dabei eine 
Constante wegschaffen, und ebenso bei jeder höhern Differenzirung. 
Durch fortgesetztes Differenziren wird man so viele Gleichungen sich 
verschaffen, als man will, aus denen man dann so viele der Con- 
stanten, als man will, eliminiren kann. Jede dieser Differential- 
gleichungen, sowie auch jede Combination derselben, drückt den- 
selben Zusammenhang zwischen den veränderlichen Grössen aus, wie 
die primitive Gleichung, von welcher sie abgeleitet sind, aber auf eine 
allgemeinere Weise, insofern dabei constante Grössen wegfallen, 
also unbestimmt sind oder willkürlich angenommen werden können. 
Je weniger von den Constanten in der Differentialgleichung vorkommen, 
d. i. je höiter die Ordnung der Differentialgleichung, desto allge- 
meiner erscheint die primitive Relation ausgedrückt. 

Erstes Beispiel. Es sei y = ax; dann ist xdy=ydXy eine Differential- 
gleichung, welche immer besteht, wenn y dem x proportionirt ist« 

Zweites Beispiel» Wenn 

y = ae* + be ""*, 
80 ist 

/f«y = y£rx% 

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung^ aus welcher die Constanten a und 
b beide verschwunden sind» 

Drittes Beispiel. Man habe die Gleichung 

(1) (x-a)»+(y-b)>=c 

zwischen zwei Veränderlichen. Differenzirt man sie, so erhält man die erste 
Differentialgleichung derselben 

(2) {x-a)<jx + (y-b)rfy:=0, 
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und die aweite Differentialgleichung, unter der Yoraussetsung, däss ifx constant ist, 

(3) (y — b)c/«y + d'x» + d'y«=0. 

WoUte man die letzte Gleichung noch einmal differenziren , so würde man für 
die dritte Differentialgleichung von (1) erhalten: 

(y — b)£r»y + 3rfyrf'y = 0, 
oder auch, wenn man den Wcrth von y — b aus (3) substituirt, 

(4) (dx* + rfy >) rf»y - 3rfy (rf»y)> = 

u. s. w. 
Die Gleichung (1) enthält drei Con^tanten, die Gleichung (2) zwei Constanten, 
die Gleichung (3) nur Eine Constante, und die Gleichung (4) enthält keine der 
drei Constanten mehr. Die Gleichung (2} umfasst z. B. alle Gleichungen, die 
aus (1) hervorgehen, indem c alle Werthe bekommt. 

Die Gleichungen mit totalen Differentialen sind also all- 
gemeiner, als die GleichuDgen mit endlichen Grössen, aber sie 
drücken doch immer nur eine bestimmte Gattung von Gleichungen 
aus , an denen constante Grössen unserer Willkür überlassen bleiben. 

Eine noch grössere Allgemeinheit erlangen aber die 
Gleichungen mit partiellen Differentialen. Dies kommt daher,, 
weil durch die partielle Diffcrenzirung der Gleichungen mit 3 oder 
mehr Veränderlichen nicht nur constante Grössen, sondern selbsb 
willkürliche Functionen eliminirt werden können. Die partiellea Diffe-^ 
rentialgleichungen beziehen sich nur auf die Art, wie die Relation* 
entstanden ist; sie drücken eine Familie von Gleichungen ans, die 
nach einem gemeinschaftlichen Bildungsgesetze entstehen; diese Fa- 
milien sind um so allgemeiner, je höher die Ordnung der Differential- 
gleichung ist. 

Erstei; Beispiel. Es sei die endliche Gleichung 

(1) z = ()i(ax + by) 

gegeben, wo $ irgend eine Function von ax + by bezeichnet. — Wird" diese 
Gleichung partiell differenzirt in Bezug auf x und y, so erhält man 

—- = a0', und -T- =:b<6' 
dx ^ ' rfy ^ 

wo (p* den Differentialquotienten von (p bezeichnet. Eliminirt man aus diesen 
beiden partiellen Differentialgleichungen die Grösse ^', so erhält man als erste 
Differentialgleichung der Gleichung (1) 

(2) a b — -=0, 

^^ dy dx ' 

und diese Gleichung ist der gegebenen (1) gleichgcltend , obschon sie^ die 
willkürliche Function nicht mehr en<^ält. — Diff^enzirt man die Grleiehang (2) 
noch einmal partiell nach x und nach y , und setzt dabei ,. wie g^wdimlicb, dx 
und dy als constant vor «18 , sa erhftlt man 
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.= 



dxdy dx^ 



dy^ dxdy 

und wird dann aas diesen zwei Gleichungen die Grösse -^ eliminirt, so er- 
hält man als zweite DiiTerentialgleichung von (1) 

^"^^ \dxdYj — dx^ rfy* 

wo auch die Constanten a und b nicht mehr vorkommen. 
Zweites Beispiel. Es sei die Gleichung 

(1) y=x((>(z) + iKz) 

gegeben. Um die von den willkürlichen Functionen (p und \p unabhängige 
Gleichung mit partiellen Differentialen zu erhalten, differenzire man (1) nach 

X und dann nach y; so erhält man, wenn -—, — r^ durch p, q bezeichnet 

werden, 

0=(^(z) + x(^'(z)p + V.'(z)p 

l=^x<p'(z)q + V,'(z)q 
mid hieraus ergiebt sich durch Division: 

(2) -2_=_,p(,) 

yfO(p',\f/,\f/' verschwunden sind. Um auch noch <p wegzuschaffen, differen- 
zire man die Gleichung (2) noch einmal in Bezug auf -x und dann y. Dadurch 

erhält man, wenn . , , . ^ , ■ , ■ durch r, s, t bezeichnet werden, 
' rfx* ' dxdy rfy' ' ' 

und durch Division: 

(3) q»r — 2pqs + pn=:0. 

.Diese Gleichung mit partiellen Differentialen drückt den gemeinschaftlichen Cha- 
rakter aller derjenigen Gleichungen aus, die sich nur durch die Beschaffenheit 
der Functionen ^ und i^ unterscheiden* 

Man sieht, wie die Differentialgleichungen mit der Ordnung der 
Differentiale an Allgemeinheit ihrer Bedeutung zunehmen, und noch 
bedeutender ist diese Zunahme bei den partiellen Differentialglei- 
chungen. 

¥11. Intea^aÜon der totalen Dlffereiitlalsleleliiiiiseiiy 
irorzüsUeli mit H Terfinderllelieii. 

S. 90. 

D^erentialgldchungen der ersten Ordnung zwischen zwei 

Variablen. 

Unter dieser Benennung begreift man jede Gleichung von der 
Form 
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f{-^4ho- 



WO X als unabhängig Variable, und y als eine FuncKon von x be- 
trachtet wird. Es handelt sich nun darum, die Relation zwischen x 
und y zu finden, d. i. die primitive Gleichung oder das In- 
tegral der gegebenen Differentialgleichung. 

Die gegebene Gleichung kann immer nach -^ aufgelöst werden, 00 daM 
man hat: 

Wir wollen die Entstehung einer solchen Gleichung betrachten. 
Wenn eine primitive Gleichung 

FCx,y,a,b,c,..0 = 
gegeben ist, welche die zwei Variablen x, y nebst mehreren Con- 
stahten a, b, c,... enthält, so wird zugleich damit die Gleichung 
bestehen, welche man daraus unmittelbar durch Differenzirung erhalt, 
nämlich 

dF.dFdY n A dF , , dF , ^ 

Man kann nun diese beiden Gleichungen, F=0 und dF^O, auf 
mannichfaltige Arten combiniren; das Resultat wird immer gleichfalls 
eine gültige Gleichung sein. Es ist möglich, dass schon die Diffe- 
renzirung eine der Constanten a, b, c, ... verschwinden macht, 
welcher Fall eintritt, wenn diese Constante nur in einem Gliede vor- 
kommt, welches weder x noch y enthält. Man kann aber auch eine 
beliebige Constante eliminiren, die beiden Gleichungen gemeinschaft- 
lich ist. Es ist auch möglich, dass alle Glieder der Differential- 
gleichung einen x und y enthaltenden Factor gemein haben, der durch 
Dividiren wegfallen kann. Hieraus ist leicht zu übersehen, dass man 
aus einer und derselben primitiven Gleichung im Allgemeinen durch 
verschiedene Operationen mehrere von einander unterschiedene Diffe- 
rentialgleichungen ableiten kann, und man begreift daraus die Schwie- 
rigkeit der umgekehrten Aufgabe, das Integral jeder gegebenen 
Differentialgleichung zu finden. 

Umgekehrt folgt: Das Integral einer gegebenen Differential- 
gleichung der ersten Ordnung muss, um eben so allgemein zu sein 
als die Differentialgleichung, eine willkürliche Constante ent- 
halten, d. h. welche nicht in der gegebenen Differentialgleichung 
vorkommt. Diese primitive Gleichung muss der gegebenen Differen- 
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tialgleichung genügen, d. h. es müssen die Werlhe von y und -^, 

welche aus der primitiven Gleichung und ihrem Differentiale folgen, 
in die gegebene Gleichung substituirt, dieselbe entweder identisch 
machen^ oder es muss die Elimination der willkürlichen Constante 
aus der primitiven Gleichung und ihrer Differentialgleichung die ge- 
gebene Gleichung wieder hervorgehen lassen. 

Jede Gleichung in endlichen Ausdrücken, welche einer gegebenen 
Differentialgleichung genügt und eine willkürliche Constante enthält, 
ist das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung. Dieses 
allgememe Integral giebt die besondern (partikulären) Integrale, 
wenn man darin der willkürlichen Constante verschiedene besondere 
Werthe beilegt. Also drückt die Differentialgleichung eine Eigen- 
schaft aus, die einer unendlichen Menge von bestimmten Gleichungen 
gemeinschaftlich ist. — Damit bei bestimmten Fällen der Anwendung 
die Constante einen bestimmten Werth erhalte, muss die Relation 
zwischen x und y noch näher bekannt sein. 

Es sei z. B. die DifFerentialgleichang 

gegeben; ihr allgemeines Integral ist: 

y — ax — b = 
wo a eine willkürliche Constante bedeutet. Lässt man a variiren von — oo 
bis -f 00, so erhält man die particulären Integrale. 

Wenn schon die Integration der Differentialformeln mit einer 
Variablen oft bedeutenden Schwierigkeiten unterworfen ist, so wird 
man natürlich bei der Integration der Differentialgleichungen überhaupt 
noch grössere Hindernisse erwarten. Uebrigens sieht man die Inte- 
gration einer Differentialgleichung von der ersten Ordnung schon als 
vollendet an, wenn es nur gelungen ist, ihre Integralgleichung so 
darzustellen, dass darin blos noch auszumittelnde Integrale von inte- 
grablen Differentialformeln erscheinen. 

- Jede Differentialgleichung von der ersten Ordnung mit zwei ver- 
änderlichen Grössen x und y, und vom ersten Grade (d. h.^ in welcher 
die Differentiale dx und ^y nur in der ersten Potenz vorkommen)^ 
hat die Form 

et) Prfx + Orfy = 0, 

wobei im Allgememen P und Q Functionen von x und y bedeuten. 
Ehe man sich auf weitere Schritte einlässt, wird man vor Allem 
untersuchen, ob Pe^x-j-Q^^y nicht etwa eine integrable Differentialformel 
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ist, was bekanntlich von dem Stallfinden der Bedingung^ rf=-y^ 

abhängt. Entsprechen die Functionen P, Q derselben, so bestimme 
man das Integral von ?dx -j- Qdy nach den Methoden des $. 87; 
whrd es der Kürze wegen durch jPCx,y) vorgestellt, so ist die vor- 
gelegte Differenzialformel mit <fF(x,y) = einerlei, und hieraus 
folgt unmittelbar die Integralgleichung 

F(x,y) = C. 
Zur Bestimmung der Constante muss man den Werth von y für einen 
speciellen Werth von x kennen. 

Aber in den wenigsten FäUen wird sich in einer gegebenen 
Differentialgleichung von der Form Ct) oine integrable Differential- 
formel befinden, da das Resultat der Differenznrung einer Gleidrang 
J^(x,y)=:0, durch Wegschaffung eines allen Gliedern gemeinschaft- 
lichen veränderlichen Factors, oder durch Verbindung dieses Resultats 
mit der ursprünglichen Gleichung, aufhört der oben erwähnten Be- 
dingung der unmittelbaren Inlegrabilität Genüge zu leisten. Man.muss 
sodann auf einem der im Folgenden angedeuteten Wege zum Ziele 
zu kommen suchen. 

Dass übrigens immer eine Gleichung zwischen x und y existirt, welche der 
vorgelegten Differentialgleichung Genüge leistet, ergiebt sich daraus, dass nan 
y wenigstens durch eine Reihe, mittelst der Taylorschen Reihe', darsteUen 
kann, wie wir spater sehen werden. 

Die vorzüglichsten Mittel, deren man sich zur Zurückleitung der 
ursprünglichen Gleichung aus ihrer Differentialgleichung Ct) bedient, 
bestehen: 1) in der Absonderung der Variablen, und 2) in der 
Auffindung des integrirenden Factors. 

S. 91. 
Absonderung der Veränderlichen. 

Man trachte entweder durch blosse Umformungen, oder durch 
Einführung neuer veränderlicher Grössen v und w statt x und y, 
indem man sowohl x als auch y beliebigen Functionen von v, w 
gleichsetzt, der Differentialgleichung Prfx + Orfy = die Gestalt • 

5P (v) d\-^\p (w) rfw ■= 
zu ertheilen, so, dass das Differential jeder der beiden Variablen Bios 
mit einer Function eben dieser Grösse, mit Ausschluss der Andeni| 
multiplicirt erscheint. Ist diese Trennung der Veränderlichen ge^ 
scheh^, so ergiebt sich sogleich die Integralgleichimg, wenn man in 
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fq> (v) rfv ■\'Jrp (yO rfw == C 
nach verrichteter Integration der Differenlialformeln <p (v) d\ und 
t/ß(yf')dw die Grössen v und w wieder durch x und y ausdrückt* 
— Dieses Verfahren heisst das Integriren der Differentialgleichungen 
durch Absonderung der veränderlichen Grössen. 

S. 92. 
Aufsuchung des integrirenden Factors. 

Wenn die Differentialgleichung Prfx-f-0<?y = der Bedingungs- 
Gleichuhg der Integrabilität nicht genügt, so suche man eine solche 
Function von x und y, sie heissc /u, ausfindig zu machen, dass die 
Differentialgleichung durch Multiplication mit derselben, eine integrable 
Differentialformel ^Prfx-f-//Orfy darbietet. Gelingt dies, so hat man, 
weil die Gleichung 

^Prfx + ^Qrfy = 
offenbar dieselbe Relation zwischen x und y ausdrückt, welche durch 
die gegebene Differentialgleichung dargestellt wird, wenn man 

//Prfx-f//Orfy = rfF(x,y) 
setzt, die Integralgleichung 

F(x,y) = C. 

Dieses Verfahren heisst das Integriren der Differentialgleichungen 
durch Multiplicatoren; die dabei zu Hülfe genommene Function 
/x wird der integrirendc Factor genannt. 

Ist z. B. 

X 

die unprQngliche Gleichung, so entsteht daraus die DiiTerenlialgleichung 

Lässt man hier den gemeinschaftlichen Factor — ^ weg, so kommt 

xrfy— yrfx=0. 
Wire diese letzte Gleichung gegeben, so könnte man daraus nicht unmittelbar 
ihre primitive Gleichung herleiten, weil die linke Seite kein genaues DilTerential 
von einer Function der Variablen x und y ist. Aber sie wird es, wenn man 

den Factor — r- wieder herstellt. 

X* 

Ein solcher integrirender Factor existirt immer. Der Beweis ist 
folgender: Es seien 

Prfx + Orfy=0, u=c 
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die gegebene Differentialgleichung und ihr Integral; dann muss die 
erslere für -^ denselben Werth geben, als 
da j . du j ^ 

also ist nothwendig 

du du 

dx __ rfy 



P ~ 
woraus folgt, wenn man diese Quotienten durch fi bezeichnet , 

Es existiren sogar immer unendlich viele integrirende Factoren 
für eine Differentialgleichung. Denn verwandelt sich Vdx-^-Qdy durch 
Multiplication mit ft in du, wo u eine Function von x und y, so geht 
der genannte Ausdruck durch Multiplication mit /tapiu), wo q> eine 
beliebige Function der Function u anzeigt, in g)(u)da über, d. h. er 
wird ebenfalls in das Differential einer Function von x und y um- 
gestaltet. 

Wir bemerken noch, dass, sobald man in einer Differential- 
gleichung die Variablen separiren kann^ auch unmittelbar für dieselbe 
der integrirende Factor bekannt ist. Denn aus Vdx -(- Qrfy = folgt 
nur in so ferne g)(v)rfv-|-^Cw3rfw = 0, als der Ausdruck Pdx-j-Qrfy 
durch die Einführung der neuen Variablen v, w in l [g) (v) dv-^-tp (w) dw] 
übergeht, wobei l eine Function von v und w anzeigt. Da nun 
5P Cv) rfv + 1// (w) rfw unmittelbar durch Differenzirung einer Function 

von V und w erhalten wird, so muss y — ^, nachdem man A 

durch X und y ausgedrückt hat, ebenfalls das Differential einer Func- 

tion von x und y sein. Es ist also -y der integrirende Factor für die 

Differentialgleichung ?dx + Qdy = 0. 

Hieraus folgt, dass die zweite der so eben (§. 92) erklärten 
Integrationsmethoden der Differentialgleichungen sich auf alle Fälle 
erstreckt, welche nach der ersten Methode CS. 91) behandelt werden 
können; da nun das Umgekehrte nicht Statt findet, so sieht man, 
dass die zweite Methode mehr beachtet zu werden verdient, als die 
erstere. Wir haben der Absonderung der Variablen auch nur deshalb 
erwähnt, weil sie als Mittel dienen kann, die integrirenden Factoren 
der Differenzialgleichungen zu entdecken, für deren Auffindung man 
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noch k^in allgemeines Verfahren besitzt. Es ist demnach die Methode 
der Trennung der Veränderlichen nicht eigentlich als eine neue Me- 
thode zu betrachten. 

Der integrirendc Factor wird durch die Bedingungs-Gleichuhgen 
der Integrabilität bestimmt. Nämlich da jede Function /e von x und 
y, welche der Gleichung 

^^^ dY '^ dx 

Genüge leistet, zu einem integrirenden Factor der Differentialgleichung 
Prfx-fQrfy = verwendet werden kann, und zugleich durch (1) das 
ausschliessende Merkmal eines solchen Factors ausgesprochen wird; 
so hängt die Ausmittelung desselben von der Auflösung der Gleichung 
(1) oder der ihr gleichgeltenden 

ib. Da aber die Gleichung (2), aus welcher der integrirende Factor 
fi gefunden werden soll, selbst eine Differentialgleichung, und noch 
dazu im Allgemeinen eine partielle ist, so wii*d sie bei dem prak- 
tischen Integriren sehr selten benutzt werden können, um fi zu finden. 
Nämlich die Integration dieser Gleichung CSD ist meist noch schwieriger, 
als die der gegebenen Differentialgleichung selbst. Daher findet man 
in den meisten Fällen einen solchen integrirenden Factor fi nur durch 
Kunstgriffe und glückliche Versuche, oder zwar aus der Gleichung 
(2), indem man jedoch fc von bestimmter Form voraussetzt, etwa 
als blosse Function von x allein, oder von y allein, und dergleichen,, 
und zusiebt, ob nicht dieser Gleichung (2) unter dieser Voraussetzung 
irgend wie genügt werden kann. Demnach ist es bis jetzt noch nur 
unter gewissen erleichternden Bedingungen möglich, diesen Factor fi 
YoUkommen zu bestimmen. 



S. 93. 

Integration der totalen Differentialgleichungen mit drei 
Veränderlichen. 

Die allgemeine Form einer totalen Differentialgleichung zwischen 
3 Veränderlichen ist 

(O Prfx + Qrfy+Rrfz = 

wo P, Q , R Functionen von x, y, z sind. Wenn in dieser Gleichung^ 
die eine Seite eine integrable Diffeirentialformei ist, so kommt die 

10» 
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Integrirungf auf §. 87 zurück. Aber dieser Fall wird am seltensten 
stattfinden. 

Soll diese Gleichung mittelst eines integrirenden Factors (i in- 
tegrirt werden können, so muss es möglich sein, die Gleichung C^) 
des §. 92 für jedes Paar dieser Variablen zu realisiren, d. h. es 
müssen die Gleichungen 

''(f-f)+«s-''^-« 

zugleich bestehen können. Vereinigt man diese Gleichungen durch 
Addition, nachdem die erste derselben mit R, die zweite mit Q, und 
die dritte mit P multiplicirt ist; so erhält man die von (x freie Gleichung 

c« Kl -§)+»(w-f)+^(f -#)=»• 

Also ist die Existenz eines solchen Factors /i, und folglich auch die 
Möglichkeit, das Integral der Differentialgleichung CO durch eine 
Gleichung darzustellen, an die. Erfüllung der Bedingung (3) gebunden« 
— Ist diese Bedingungs-Gleichung erfüllt, so findet man den inte- 
grirenden Factor (.t aus zweien der Gleichungen (2). 

Ist aber diese Bedingung nicht erfüllt, existirt also nicht eine 
einzige Gleichung zwischen x, y, z als Integral der Gleichung (1), 
so kann diese nur dadurch einen Sinn bekommen, dass man annimmt, 
es seien nicht zwei, sondern es sei nur eine der drei Grössen x, y, z 
unabhängig. In diesem Falle ist das Problem unbestimmt. Nämlich 
man müsste zwischen 2 Variablen, z. B. x und y irgend eine be- 
liebige Relation annehmen, ausgedrückt durch eine zweite Gleichung 
gp(x,y) = 0, der zufolge die gegebene Gleichung auf eine Gleichung 
mit nur zwei Variablen zurückgebracht würde ^ und also integrirt 
werden könnte, sobald die Function (p bestimmt ist. 

8. 94. 

Integration der Differentialgleichungen der ersten Ordnung ^ mit 

höheren Potenzen der Differentiale. 

Die allgemeine Form einer Dififerentialgleichung der ersten Ord- 
nung mit zwei Variablen x und y, in welcher höhere Potenzen von 
dx und efy vorkommen, ist 
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(1) df + Pi rfy»-* dx + Pa rfy«-» rfx« + . . . + P. rfx« = 
oder auch, wenn man durch dx" dividirt: 

(Ä)+'-(5r+'-(^r+...+p.=o, 

wobei Pi , P2 , . . . Pb im Allgemeinen Functionen von x und y sind. 

Da diese Gleichung in Bezug auf den Differentialquotienten ^ vom 

n*«" Grade ist , so muss ihr durch n Werthe Oi j O2 ? . • . On dieses 
Quotienten, welche (im Allgemeinen) Functionen von x und y sein werden, 
Genüge geleistet werden, und somit lässt sie sich, vermittelst der Al- 
gebra, in n Differentialgleichungen der ersten Ordnung, welche die Dif- 
ferentiale von X und y blos in der ersten Potenz enthalten, nämlich in 

(2) rfy — Oirfx = 0, rfy — Oirfx=0,... rfy— Onrfx=0 
zerfallen. Hat man die Integrale dieser Differentialgleichungen des 
ersten Grades gefunden, welche 

(3) Fi(x,y,Ci)=0, /^2(x,y,C2) = 0,... F„{x,y,C„) = 
seien , wobei Ci , C2 , . . . Cn willkürliche Constanten vorstellen , so ist 
jede einzelne der Gleichungen C3) für sich, so wie auch das Product 
einer beliebigen Anzahl derselben als ein Integral der Differential- 
gleichung (1) zu betrachten. Um dem Integrale die allgemeinste 
Bedeutung zu geben, wird man das Product sämmtlicher n Gleichungen 
(3) nehmen. 

Wir bemerken noch, dass man die Constanten in den Gleichungen (3) alle 
mit demselben Buchstaben C bezeichnen kann, was einfacher, und doch ebenso 
allgemein ist, weil die Gleichungen (3) einzeln bestehen. 

Der Ableitung der Gleichungen (2) aus (I) stellen sich alle 
Schwierigkeiten entgegen, mit welchen die Auflösung der algebraischen 
Gleichungen verknüpft ist. Man kann denselben manchmal (in be- 
sonderen günstigen Fällen) ausweichen, wenn man der Rechnung 
eine andere Wendung giebt. 

§. 95. 

Integration der (totalen) Differentialgleichungen höherer 
Ordnungen. 

Man betrachte die primitive Gleichung F{x,y,a,b) = 0, wo y 
eine Function von.x sei, und a und b zwei Constanten sind* Von 
dieser Gleichung kann man zu ihrer Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung auf verschiedene Arten gelangen: 1) Man differenzirt zwei- 
mal, und eliminirt darauf zwischen der Urgleichung und ihren beiden 
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Diffferentiülgleichungen die Constanten a und b. 2) Man differenzirt 
einmal, und eliminirt dann successive a und b zwischen der Ur- 
gleichung und ihrer Differentialgleichung der ersten Ordnung, wo- 
durch man zwei verschiedene Differentialgleichungen der ersten Ord- 
nung erhält, von denen jede nur noch eine der beiden ConstanteH 
enthält; differenzirt man darauf jede dieser beiden Gleichungen , ua4 
eliminirt die in ihr enthaltene Constante, so führen beide zu der- 
selben Gleichung der zweiten Ordnung, die man auf dem ersten 
Wege findet. — Daher hat jede Differenlialgleichung der zweiten 
Ordnung zwei verschiedene erste Integrale, aber nur ein zweites 
(oder letztes) Integral. 

Diese Betrachtung lässt sich leicht auf Differentialgleichungen 
von jeder beliebigen Ordnung zwischen zwei Veränderlichen aus- 
dehnen. Eine primitive Gleichung und ihre successiven Differential- 
quotienten bis zur n*«» Ordnung geben n + 1 Gleichungen, aus denen 
n willkürliche Constanten eliminirt werden können. Daher muss das 
letzte Integral einer gegebenen Differentialgleichung immer so viele 
willkürliche Constanten enthalten, als die Ordnungszahl der Gleichung 
Einheiten enthält. Man kann immer nur ein letztes vollständiges 
Integral finden; aber die vorhergehenden Integrale können wesentlidi 
verschiedene Formen haben, jenachdem sie diese oder jene der 
Constanten des vollständigen Integrals enthalten. — Eine Differential- 
gleichung der n*«" Ordnung hat immer n Integrale der näch^ nie- 
drigem Ordnung, von denen jedes eine andere willkürliche Constante 
enthält; alle diese Constanten müssen sich in dem allgemeinen In- 
tegrale wieder finden. Wenn die n ersten Integrale der gegebenen 
Gleichung bekannt wären, so könnte man daraus das n** Integral 
oder die ursprüngliche Gleichung herleiten, indem man aus diesen 
h integralen die n — 1 Differentialquotienten y', y", y'", . . . elimimrte. 

Eine Differentialgleichung höherer Ordnung wird als integrirt 
betrachtet, wenn man im Stande ist, die Integration derselben auf 
die Integration von Differentialgleichungen niedrigerer Ordnungen 
zurückzuführen. — Man sucht durch wiederholte Integration einer 
solchen Gleichung das erste, zweite,... und endlich das letzte 
Integral der gegebenen Differentialgleichung zu erhalten. Durch 
jede Integralion kommt eine unbestimmte Constante in die Rechnung. 
*— Allgemeine Regeln lassen sich hier wenig geben. Man gestaltet 
oft zweckmässig um, und wendet Kunstgriffe an, welche durch die 
Beschaffenheit jedes individuellen Falles bestimmt werden. 
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§. 96. 

Von den singulare?! Integralen der Differentialgleicliungen. 

Zuweilen >vird einer Differentialgleichung auch durch eine Gleichung 
genügt, welche nicht in dem allgemeinen Integrale enthalten ist 
td. h. nicht zu den particulären Integralen gehört), und man nennt 
dies ein singuläres Integral oder eine singulare Auflösung. 

Z. B. Von der gegebenen Differentialgleichung 
rfy» — xd\dy + y^fx» = 
ist das allgemeine Integral 

y + ax + a»=0 
wo a die durch die Integration herbeigeführte Constantc vorstellt; nämlich 
differenzirt man die letzte Gleichung, und eliminirt das a, so hat man wieder 
die gegebene Differentialgleichung« Aber dieser Differentialgleichung wird 
auch Genüge geleistet, wenn man 

x> — 4y=0 
setzt; es ist also auch x' — 4y=0 ein Integral derselben. Da nun die Gleichung 
y + ax + a' = für keinen constanten Werth von a mit x' — 4y = zusammen- 
flllt (weil durch keinen constanten Werth von a die in der ersteren Gleichung 
nicht vorhandene Grösse x' in dieselbe eingeführt werden kann), so ist die 
letztere Gleichung ein singuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung. 

Das singulare Integral einer Differentialgleichung erhält man aus 
dem allgemeinen Integrale, wenn man statt der Constante, indem 
man ihre Unveränderlichkeit aufhebt, eine schickliche Function der 
Variablen setzt. 

Z. B. Im eben angeführten Falle hat man =- statt a zu setzen. 

Es ist ein singuläres Integral nichts Anderes, als ein Factor der 
gegebenen Differentialgleichung, der hervortreten würde, wenn man 
passende neue Veränderliche einführen wollte. Nämlich zuweilen 
lasst sich eine Differentialgleichung an sich, oder doch eine Um- 
formung derselben, welche durch Einführung neuer Veränderlicher 
hervorgebracht ist, in zwei Factoren zerlegen, so dass sie die Form 

u.v=0 
annimmt. Man kann dann u = integriren, wenn es noch keine 
Urgleichung ist; und auch v = integriren. Ist aber u=0 von einer 
niedrigeren Ordnung als v = 0, so nennt man u = ein singuläres 
Integral der gegebenen oder umgeformten Gleichung u.v = 0, und 
"äas allgemeine Integral von v = wird dann auch das allgemeine 
Integral von u.v = genannt. Sollte aber u = zufällig als ein 
besonderes Integral in dem allgemeinen Integral von y = oder von 
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u.v = stecken, so würde dann u = den Namen eines singulären 
Werlhes verlieren, eben weil es nun als ein besonderes (particuläres) 
Integral erkannt wird. 

Z. B« Man kann die obige Gleichung 

dy* — xdxdy + ydx* = 
umformen^ wenn man z statt y einfi'ihrt, so dass man 

• z* + zx=— y 

setzt. Dadurch geht die g^egebene Gleichung in 

(x + 2z)» (rfz» + rfxrfz) = 
über, und nun genügt ihr auch 

(x + 2z)>=0 oder x» — 4y=0, 
ohne dass diese letztere Gleichung in dem allgemeinen Integral enthalten wäre. 
Die Gleichung x» — 4y=0 ist daher ein singuläres Integral der gegebenen 
Differentialgleichung. 

§. 97. 

Integriren in endlicher Form. 

Für das Integriren einer Diflferentialgleichung /'=0, zwischen 
X und y, in endlicher Form hat man folgende Methoden: 

Genügt f den Bedingungs-Gleichungen der Integrabilität, so kann 
man direct integriren. Wenn dies nicht unmittelbar stattfindet, so 
suche man durch Trennung der Veränderlichen, oder mittelst eines 
integrirenden Factors zu integriren. 

Diese drei Methoden kann man zuweilen dann erst anwenden, 
wenn in die gegebene Differentialgleichung neue Veränderliche zweck- 
mässig eingeführt sind. — Man muss zu diesem Zwecke folgende 
Versuche anstellen: 1) Man wird in die gegebene Differential- 
Gleichung /*=0, statt der Differenlialquotienten ^ , j^, • . . nach 

C§. 42) Ausdrücke setzen, welche ihnen bezüglich gleich sind, aber 

dx d^x 

die Differentialquotienlen -^j -j-^^,.... enthalten; oder 2) Man wird 

eine neue Veränderliche u statt y einführen, so dass die Differential- 

ds d^y 
gleichung nicht mehr Y ? -j^ > -^ j • • • » sondern blos x und u, 

j-> ^, .... enthält; oder 3) Man wird eine neue Veränderliche 

u einführen, wiederum, wie so eben beschrieben ist^ mittelst einer 
beliebig angenommenen Gleichung (zwischen x und u, oder zwischen 
y und u, oder) zwischen x, y und u, aber so, dass u an die Stelle 
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der unabhängigen Veränderlichen tritt, also dass die neue Differential- 
gleichung blos u, y, ^5 ^5 ... enthält; oder endlich 4) Man 

wird zwei neue Veränderliche u und v einführen (durch zwei 
Gleichungen zwischen x, y, u und v), und so eine neue Differential- 

. gleichung sich verschaffen zwischen u , v , -^ , -nr^ j • • • j oder 

. , rfU (PVL 

zwischen v, u, -7- , -j-7-5 ..• 

Zuweilen führt man auch neue Veränderliche in der Absicht ein, 
um die gegebene Differentialgleichung in zwei Gleichungen zu zer- 
legen, von denen jede sich integriren lässl. — Erhält man dann 
2 Urgleichungen , z. B. zwischen x, y und u, so kann man u aus 
beiden eliminiren , und bekommt eine Gleichung zwischen x und y. 

— Erhält man aber 3 Urgleichungen zwischen x, y, u, v, so kann 
man u und v eliminiren, und bekommt dann die Gleichung zwischen 
X und y. 

Auch die Methode der unbestimmten Coefßcienten kann zur In- 
tegration von Gleichungen aller Ordnungen versucht werden. Wenn 
man nämlich die Form des Integrals aus irgend Gründen voraussetzt, 
so braucht man nur noch die verschiedenen Coefßcienten dergestalt 
zu bestimmen: 1) dass der gegebenen Differentialgleichung genügt 
wird, und 2) dass das Integral die nöthige Anzahl unbestimmter, 
sogenannter willkürlichen Constanten enthält; dann hat man das all- 
gemeine Integral. 

Wenn schon nur in seltenen Fällen ein Integral in endlicher 
Form existirt, so wird in noch seltenern Fällen dasselbe mittelst 
einer der hier beschriebenen Methoden gefunden; und namentlich 
gehört bei Einführung neuer Veränderlichen eben so viel Geschick 
als Glück dazu, wenn man seine Bemühungen des Integrirens mit 
Erfolge gekrönt sehen will. — Weil die allgemeinen Integrations- 
Methoden bei Differentialgleichungen noch weniger leisten, als bei 
den Integrationen entwickelt gegebener Functionen, so hat man hier 
noch mehr Ursachen, besondere Formen besonders zu betrachten. 

— Für die Integration der Differentialgleichungen der ersten Ordnung 
m endlicher Form darf man nur sehr wenig, für dieselbe Inte- 
gration der Differentialgleichungen höherer Ordnungen aber darf man 
ausser wenigen besonderen Fällen fast gar nichts hoffen, namentlich 
schon deshalb, weil nur in seltenen Ausnahmsfällen solche Integrale 
in endlicher Form wirklich existiren« 
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Wenn es nicht möglich ist, die durch eine Differentialgleichung 
gegebene Function in endlichen Gliedern auszudrücken, so kann man 
diesen Ausdruck in eine unendliche Reihe entwickelt darstellen. Ist 
diese Reihe convergent, so kann sie ebenfalls dienen, die nume- 
rischen Werthe der gesuchten Function kennen zu lernen. 



Integration durch Reihen, 

Soll eine gegebene Differentialgleichung der n**" Ordnung f= 
(zwischen x, y und den Differentialquotienten von y nach x bis zum 
n*«) allgemein integrirt werden, so kann man die Maclaurinsche 
Reihe anwenden, nach welcher jede Function yx von x, also auch 
jede, welche das gesuchte Integral bildet, in folgende Reihe ver- 
wandelt wird: 

LTj y— y.-t- ^^ j r^x» 1.2 ^ dx» 1.2.3 ^^ •••' 
wo a irgend eine bestimmte Zahl C^uch NulO vorstellt« Die gegebene 
Differentialgleichung der n*««» Ordnung, und alle aus ihr durch fort- 
gesetztes Differenziren (nach x) erhaltenen Gleichungen geben nun 

■ j ^_| (wo sodann durchgängig a statt x zu setzen), während die 

Werthe der n letzteren, für x=a, unbestimmt und auch völlig will- 
kürlich, jedoch (nach x) constant bleiben. Das allgemeine Integral 
einer Differentialgleichung der n**" Ordnung (zwischen zwei Ver- 
änderlichen) enthält also nothwendig n willkürliche Constanten. — 
Die zuweilen existirenden singulären Auflösungen müssen 

offenbar Coefficienten in der Reihe (t) auf die Form jr bringen, weil 

sonst dieser Werth in dem allgemeinen Integrale stecken, also den 
Namen eines singulären Integi-ales nicht verdienen würde. 

Nämlich a kann wohl so gewählt werden, dass kein Coefficient der fteihe 
unendlich wird, wenn diese Coefficienten nur von a abhingen; aber da die- 
selben noch den entsprechenden Werth von y und dessen Differentialquotieoten 
enthalten, so kann der Fall eintreten, dass eine bestimmte Function y von x, 
' welche der Differentialgleichung völlig genügt^ gewisse Coefficienten der Reihe 
unendlich oder unbestimmt macht, was auch a sein mag, und dann ist y ein 
singuläres Integral. 
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Sehr oft ist es einracher und leichter, statt der Maclaurinschen 
Reihe, die Methode der unbestimmten Coefficienten an- 
zuwenden. Nämlich man setze 

y = ax« + bx^-f cxr^- ... 

woa,b, c,...,a, /9, y,... unbestimmte Coefficienten und Ex- 
ponenten sind. Nun substituirt man diese Reihe statt y in die ge- 
gebene Differentialgleichung /'=0, ordnet sodann f nach Potenzen 
von X, und muss dann, um der Gleichung für jedes x zu genügen, 
aUe Coefficienten einzeln gleich Null setzen. Durch diese letzteren 
Gleichungen werden a,b,c, ...,a,/?,/, ... bestimmt. 

Wecn die Exponenten ganze positive Zahlen sind, so ist das Resultat das- 
selbe, wie bei der Maclaurinschen Reihe. 

Das Yerrahren^ durch Reihen zu integriren, ist zwar allgemein, 
ebenso wie die Formel (§. 71), aber die Reihe muss für numerische 
Berechnungen convergiren (was selten und nur in engen Grenzen 
stattfindet). Ausserdem ist es übel, dass man auf diesem Wege zu 
unendlichen Reihen auch in den Fällen gefuhrt wird, wo ein Integral 
in endlicher Form existirt. 

In den Anwendungen auf physikalisch -mathematische Probleme giebt die 
Nator des Gegenstandes hftußg die Form der Reihe an^ welche man wählen 
muss, um convergente Reihen zu haben. 

Wir bemerken noch, dass in den Anwendungen auf Physik ge- 
wohnlich lineare Differentialgleichungen vorkommen, d. h. solche, 
welche von der Function und ihren Differentialquotienten weder hö- 
here Potenzen als die erste, noch Producte enthalten. Dies kommt 
daher, dass hier die zu bestimmende Function und ihre Differential- 
quotienten nach der Natur der Erscheinung immer sehr klein bleiben 
müssen, so dass man die Producte und die höheren Potenzen dieser 
Grössen gleich anfangs vernachlässigen kann. Man hat häufig in den 
physikalisch- mathematischen Problemen nur kleine Correctionen zu 
schon bekannten Nähenuigs-Werthen zu bestimmen, so dass dann die 
Differentialgleichung selber schon eine einfachere Gestalt annimmt, 
und daher leichter behandelt werden kann. 

§. 99. 

Bestimmung der Constanten bei den ^Anwendungen der Integrale. 

Wir erwähnen noch, wie in den verschiedenen Anwendungen die 
während der Integration eingegangenen unbestimmten Constanten 
näher bestimmt werden. 
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Gewöhnlich kennt man nämlich bei den Anwendungen den Werth 
yr=b, der zu einem Werthe x=a gehört. Ist nun 

i^(x,y,c)=0 
das gefundene Integral, so muss jP(a,b,c3s=0 identisch werden, 
und aus dieser letztern Gleichung findet sich dann c; und der ge- 
fundene Werth von c bleibt für alle die Werthe von x gültig, für 
welche y seine Stetigkeit nicht ändert. 

Hat das Integral, weil es von einer Differentialgleichung der 
zweiten Ordnung herrührt^ zwei willkürliche Constanten aufgenom- 
men, so muss man nicht blos den Werth y = b, sondern auch den 

dy 
Werth -f' = ß kennen, der in diesem Falle der Anwendung, zu 

x=a gehört. Indem man dann dies Integral 

JPCx,y,c,cO = 

differenzirt, also -3-+-^ ^^^^ erhält, so müssen diese beiden 

Gleichungen identisch werden, wenn man in ihnen a statt x und 

dy 
gleichzeitig b und ß statt bezüglich y und ^ substituirt. Aus den 

dadurch entstehenden beiden Gleichungen kann man nun aber die 
beiden Constanten c und & so bestimmen, wie sie sein müssen, da- 
mit diesen letztern Bedingungen genügt werde« 

§. 100. 

Integration gleichzeitiger Differentialgleichungen zwischen mehreren 

Functionen. 

dy dz d^y d^z 
Sind zwei Gleichungen zwischen x, y, z, t^, ^, ^, ^-j, .•. 

zu integriren, so kann man, um daraus y und z selbst als Functionen 
von X zu finden, verschiedene Methoden befolgen. 

I. Man kann versuchen, jede der gegebenen Gleichungen direct 
zu integriren, ohne vorher zu eliminiren, entweder insofern sie den 
Bedingungs-Gleichungen der Integrabilität genügen, oder, weil sie 
mittelst eines integrirenden Factors integrabel gemacht werden können. 

II. Man eliminirt aus beiden gegebenen Gleichungen eine 
der unbekannten Functionen, z. B. y, mit allen ihren Differential- 
quotienten ^ , ^ , . . . , nach §. 43 , und versucht dann die ent- 
stehende Gleichung (zwischen x, z und dessen Differentialquotienten) 
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zu integriren. Ist dies geschehen, und hat das Integral alle will- 
kürlichen Constanten aufgenommen, die es aufnehmen kann, so sub- 
stituirt man diesen Ausdruck für z und die zugehörigen Ausdrücke 

für ^ , ^-^ , ... in die übrigen Gleichungen und eliminirt dann aus 

letzteren ^ , ^-| , . . . , so dass nur noch y selbst darin bleibt. So 

bekommt man also zuletzt y selbst durch x und durch dieselben will- 
kürlichen Constanten ausgedrückt, ohne aufs Neue integriren zu 
müssen, also auch ohne neue willkürliche Constanten. 

Es ist leicht, diese Methoden auf die Integration von mehr Differential- 
Gleichüng;en zwischen mehreren unhekannten Functionen auszudehnen. 

Die in der gemeinen Algebra schon gegebene Regel, dass man nämUch 
aus den gegebenen Gleichungen durch algebraische Combinationen erst neue 
und bequemere Gleichungen bildet, ehe man an das weitere Geschäft des Auf- 
Idsens (oder Integrirens) geht, findet natürlich auch hier Statt. 

III. Sind die gleichzeitig gegebenen Differential - Gleichungen 
linear, so hat man auch die Methode der unbestimmten 
Multiplicatoren auf sehr sinnreiche Weise angewandt. Z.B. Sind 
zwei lineare Gleichungen von der ersten Ordnung zwischen den drei 
Veränderlichen x, y, z gegeben, so kann man sie auf die folgende 
Form bringen: 

CD ^+P^ + Öy = T 

wo P, Q , Pi , Qi , T und Ti Functionen von x sind. Man multiplicirl 
nun (um diese Gleichungen zu integriren, ohne den Weg der Eli- 
mination betreten zu wollen), die Gleichung (1) mit einer unbe- 
stimmten Function ^ von x, und addirt solche zur (2). Dadurch 
erhält man, wenn noch statt z eine neue YeränderUche t eingeführt 
wird, mittelst der Gleichung 

/•o-v * o 1 ^z dl dd' ^ dy 

C3) z = t-^y, also ^ = _ -y__^^ 

das Resultat: 

(4) ^ + CP + Pi^)t-y(^+(P+Pi*)*-(0 + Qi*D) = T + T,*. 

Da man nun über & beliebig disponiren kann, so setzt man hier den 
Coefficienten von y der Null gleich. Dies giebt 

<^^^ ^ + (P + P,^)t=T + T.^ 
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Kann man nun versuchsweise, oder auf sonst eine Art^ einen der 
Gleichung (6) genügenden Werth Ton S' finden, so giebt die Gleichung 
(5) sogleich t dazu, wodurch die Gleichung (3) in eine Urgleichung 
zwischen z und y und einer willkürlichen Constante übergeht. Findet 
man daraus z in y, und setzt dies statt z in die Gleichung (1), so 

rfy 

erhält man eine neue lineare Gleichung zwischen x, y und ^, welche, 

aufs Neue integrirt, noch y in x dazu liefert, mit der zweiten will- 
^ kürlichen Constante. — Könnte man die Gleichung (6) allgemein in- 
tegriren, so dass •9' schon eine willkürliche Constante in sich auf- 
nähme, so würde man y aus der Gleichung (2) ohne weitere Inte- 
gration sich verschaiTen, weil man dann schon die zwei willkürlichen 
Constanten hätte, welche durch das Integriren der beiden gegebenen 
Gleichungen (1) und (2) eingehen müssen. 

Aehnlich verföhrt man bei mehreren gleichzeitigen linearen Gleichungen. 

Als Anhang zur Betrachtung der Differentialgleichungen folgen 
die beiden nächsten Paragraphen. 

S. 101. 

Chardkterisirung der transcendenten anfachen Functionen mittelä 
Differentialgleichungen. 

Im Allgemeinen werden die Functionen in ihrem ganzen Verlaufe 
durch das Gesetz ihrer Differentiale charakterisirt. 

Aus Früherem folgt: 

Die Differentialgleichung c2y = yeifx in Verbindung mit der Be- 
dingung, dass X für y=l verschwindet, drückt den wesentlichen 
Charakter der beiden transcendenten Functionen, nämlich der Expo- 
nentialfunction y = e^, und der logarithmischen Function x=:/y aus 
Cdefinirt also diese Functionen^, indem sie das sehr einfache Gesetz 
bestimmt, nach welchem diese Funtionen sich stetig ändern. Man 
hat auch: 



Also 
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Die Function y = sinx wird durch die Bedingung charakterisirt, 
dass sie zugleich mit x verschwindet, und der Differential-Gleichung 

rfy==rfxy/l — y* 

genügt, welche das Gesetz ausdrückt, wonach die Function stelig 
zunimmt. Man kann auch setzen: 



arc sm y 




Also 

^0 

Wir bezeichnen: 

e*=/'(x), sinx = 9)(x), cosx = ^(x). 
Alle Eigenschaften dieser drei Functionen könnte man aus dem 
Systeme der Gleichungen: 

ableiten. 

§• 102. 

jänwendung der Differentialgleichungen zur Erforschung solcher 

Functionen^ von denen man gewisse charakteristisclie Eigen- 

Schäften kennt, 

I. Man soll eine Function z=/'(x) von solcher Beschaffenheit 
finden , dass für jeden Werth von x und y 

CD Ax)+Ay)=Ax+y) 

ist. Differenzirt man diese Gleichung nach x, indem man y als con- 
stant betrachtet, so erhält man 

/'(x)=/-'(x+y); 
woraus man schliesst, dass f*(x) constant ist, was auch x sein mag, 
und also 

— = a 
dx, 

ist, wo a eine Constante bezeichnet. Daraus folgt 

(2) z = ax-|-b, 

wo b eine neue Constante ist. Man muss nun die Constanten a und 

b so zu bestimmen suchen, dass die Substitution von z die Gleichung 

(1) identisch macht. Das Resultat dieser Substitution ist 

ax+b-j-ay+b = a(x + y) -j-b 
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wonach bx=:0 sein muss, also z = ax. Die allgemeinste Lösung der 
Aufgabe wird demnach durch die Formel 

Ax)==ax 
gegeben, wo a eine willkürliche Constante ist 

II. Wir suchen nun diejenige Function, welche durch die all- 
gemeine Bedingung 

(1) Ax)+Ay)=Axy) 

bestimmt ist. Differenzirt man diese Gleichung nach x, und dann 
nach y, so erhält man 

r W = y/-' Cxy) ; p (y) = x/' (xy). 
Daraus folgt 

x/*'(x) = y/*'CyD; 
also das Product xf'OO ist constant Cvon x unabhängig), so dass, 
wenn /*(x)=z gesetzt wird, und a eine Constante bezeichnet, man 

X -=— = a hat . das ist 
dx 

ifz = — ^, z = a/x + b, 

wo b eine neue Constante ist. Wird in die Gleichung (1) substiluirt, 

so findet sich 

C2) a/x + b + a/y + b = a/Cxy) + b; 

also b =0 und z = a/x, 
wo a willkürlich ist. Folglich wird die allgemeinste Lösung der 
Aufgabe durch die Formel 

f(X)=:logx 
'gegeben, wo die Basis des logarithmischen Systemes beliebig ist. 

IIL Es werde nun eine Function /(x) gesucht, welche durch 
die Gleichung 

ci) Ax).Ay)=Ax+y) 

charakterisirt wird. Differenzirt man diese Gleichung m Beziehung 
auf X und auf y, so erhält man: 

A(x)Ay)=/'(x+y) 
Ax)/'Cy)=A(x+y), 
woraus 

rw Ay) 

folgt, wo a eine Constante ist. Wenn man nun f(x) = z setzt, so 
hat man 

1 ^ 
z ' dx 
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folglich 

— = arfx, /r- = ax, z=be**, 

wo b constant ist. Substituirt man in die Gleichung (1), so er- 
hält man 
(2) be«. be*y = be*(» + y> 

wonach erfordert wird, dass b^ = b, also b = l sei, denn man wird 
nicht b = nehmen. Die gesuchte Function ist also 

wo a willkürlich ist. 

IV. Es sei die Bedingung 

(1) AxDAy)=/(xy) 

gegeben. Differenzirt man diese Gleichung nach x und y, so er- 
hält man 

r'(x) Ay)=y/(xy) 

AxD/'(y) = x/''(xy). 

Diese beiden Gleichungen geben 

x/^(x)/(y)=y/-'(y)/(x), 
also 

xrw _ yr(y) _a 
Ax) ~ Ay) ~ ' 

wo a eine Constante ist. Setzt man nun /*(x) = z, so hat man 



woraus folgt 



X <f z __ 



^ = a*^, /|- = a/x=/(x-) 
X x ' b 



wo b eine Constante ist. Man erhält also 

z = bx\ 
Substituirt man in die Gldchung CiD^ so bekommt man 
C2) bx» . by» = bx» y» ; 

also b=j, und die gesuchte Function wird durch 

Ax)=x« 

ausgedrückt, wo a eine beliebige Constante ist. 

11 
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VIII« Inteinmtlon partieller DllferentiAlsleleliani^ii« 

*§. 103. 

Erklärung der partiellen Differentialgleichung. Ihr Integral führt 
willkürliche Functionen ein. 

Eine Gleichung, in welcher eine Function u, zwei oder mehrere 

unabhängig Variable x, y, z, ... und beliebige partielle Differential- 

^. ^ ,. ü »• « « , rfu rfu rfu iPu d^xk 

quotienten dieser Function, namlich ^, ^, ^» ••• "TT» T"^ > 

/72|| /^ii d^\k 

-^, . , , ... -T-^, ♦.. vorkommen, heisst eine partielle Dif- 
ferentialgleichung^ oder eine Gleichung mit partiellen Diffe- 
rentialen. 

Soll von partiellen Differentialen einer Grösse überhaupt die Rede sein 
können, so muss dieselbe eine Function wenigstens zweier Variablen sein. Es 
wird sich demnach eine Gleichung mit partiellen Differentialen wenigstens auf 
drei yerSnderliche Grössen beziehen. 

Wenn eine Differentialgleichung zwischen drei Veränderlichen x, y, z, 
ausser diesen Veründerlichen blos noch Differentialquotienten von z nach x 
allein enthält, so braucht man solche nicht als eine partielle anzusehen, sondern 
es ist eine totale Differentialgleichung zwischen den beiden Veränderlichen x 
und z, die auch noch das als constant betrachtete y enthält, gerade so wie sie 
noch mehrere solche Constante a, b, c, ... enthalten kann. 

Ist eine Gleichung mit partiellen Differentialen gegeben^ und wird 
nun gefordert, diese Abhängigkeit des u von x, y , z, . . . durch eine 
Gleichung darzustellen, in welcher blos diese Grössen erscheinen, 
so hat man es mit der Integration einer partiellen Differential- 
gleichung zu thun; hier will man alle Functionen u finden, welche 
statt u gesetzt die gegebene Differentialgleichung identisch machen. 

Wie jede einmalige Integration einer totalen Differentialgleichung 
immer eine willkürliche Constante einführt; so führt die Integration 
einer partiellen Differentialgleichung allemal eine willkürliche 
Function der Veränderlichen ein, welche dann, gerade wie bisher 
die willkürliche Constante, in den verschiedenen Fällen der Anwen- 
dung erst ihre nähere Bestimmung erfahren muss. 

§* 104. 
Endliche Form des allgemeinen Integrals einer partiellen Diffe-^ 
rentialgldchung der ersten Ordnung zwischen 3 Feränderßchen. 
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eine beliebig gegebene Gleichung zwischen den beiden unabhängig 
Veränderlichen x, y, zwischen der gesuchten Function z von x und 

#i^Z //z 

y, und deren beiden partiellen Differentialquotienlen -7- und -j- , so 

ist dieses eine partielle Differentialgleichung der ersten Ordnung 
zwischen 3 Veränderlichen. Ihr allgemeines Integral 
drückt z aus durch x und y und noch eine willkürliche Function 
q> (oi) von Ol, während oi eine völlig bestimmte Function von x und 
y ist, die natürlich auch noch z selbst in sich aurnehmen kann. 

In der That, wenn man eine Gleichung 
(1) F[x,y,z,(jp(fti)] = 

partiell nach x und nach y diilerenzirt , so erhält man die beiden 
Differentialgleichungen : 

rfx "^ rfz rfx *" dg) d(jj \dx "" dz dx) 

r*^^ !*^ 4. ^ ^ 4. ^ ^9^ f^ , d(o dz\ 

^"^-^ rfy "f" dz dy "^ dg> rfw [dy "*" dz dy) "^ ^• 

Aus diesen drei Gleichungen kann man sowohl q) Coi) als auch -^ 

eliminiren, so dass jede Spur von qp(w) verschwindet. Dadurch er- 

//z //z 

hält man eine Gleichung blos zwischen x, y, z, ^ und -r-, welche 

die willkürliche Function qp nicht mehr enthält^ und welche die par- 
tielle Differentialgleichung der ersten Ordnung sein muss, von welcher 
die Gleichung CO das allgemeine Integral ist. Diese Differential- 
gleichung wird eine Relation ausdrücken, welche bei jeder Form be- 
steht, die man in der primitiven Gleichung CO der Function 5p 
geben mag. 

Es ist kaum nöthig zu bemerken, dass ein analoges Verfahren bei Gleichun- 
gen mit nur zwei Veränderlichen, wo also partielle Differentiale nicht auftreten 
können, nicht ausführbar ist. Nämlich aus der Gleichung 

l^[»,y,* (0)1=0 
erhält man durch Differenziren die einzige^Gleichung 

dx '^ dy du '^ d(f^ do dJi '^ 

fo dass man nur 2 Gleichungen hat, zwischen welchen sich die 2 Grössen (ca) • 

und -; - keineswegs beide eliminiren lassen; denn die Anzahl zu eliminirender 
den 

Grössen rouss immer wenigstens um Eins kleiner sein, als die Zahl der Gleichun- 
gen^ welche zur Elimination gegeben sind. 

11* 
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Wir t&gm bierza einige Beispiele; 

Das allgemeine Integral der Gleichung 

dz ^ dz^ ^ 

dx dj 
ist 

Das Integral der Gleichung 

dz i^ dz ^ 

ist 

z = 9)(x — y>. 
Von der Gleichung 

dz _ dz^ _ 
dx ^ rfy "~ 
ist das allgemeine Integral 

z = 9)(x.y). 
Von der Gleichung 

rfz , dz ^ 



ist das Integral: 



.(f). 



Z: 

Das allgemeine Integral der Gleichung 
dz , ^ dz . 
dx * rfy 
ist 

y — bz = qp(x — az) 
das ist die Cylindergleichung. 

Nämlich wird diese Gleichung partiell differenzirt, so erhalt man, wenn (p* 
den ersten Differentialquotienten von <p bezeichnet^ 

1— b-— =— a -r-.0 
dy rfy ^ 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen 0', so bekommt man jene Diffe-' 
rentialgleichung. 

Das allgemeine Integral der Gleichung 

_ dz , - x,^ dz 
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z — c ^\z— c/ 
das ist die Kegelgleichung. 

Nümlich differeDzirt man die IßUte Gleich ung partiell in Bezug auf x und 
y, so erhdU man: 

^ l(x - a) <t>'- (y-b)] = (« - c) 0' 

-g. [U - a) 0' - (y - b)] =- (I - c). 

Eliminirt man aus diesen zwei Gleichungen 0', so erhält man wieder jene Dif- 
Cprentialgleichunj^. 

§. 105. 
Umformung des Integrals in eine Reihe. 

Das im vorigen Paragraphen betrachtete allgemeine Integral lässt 
sich auch umformen. Nämlich denkt man sich in einem solchen 
Integrale die Function z (von x und y) in eine nach Potenzen von 
X, oder nach Potenzen einer Function ^(x) fortlaufende Reihe ver- 
wandelt, so haben natürlich die Coefficienten dieser Reihe nicht selbst 
noch X, sondern können nur Functionen von y allein enthalten. Aus 
der vi'ilikürlichen Function qpCw), wo w eine gegebene Function von 
X und y ist, geher) also nun, weil die Entwickelung mittelst derMa- 
claurinschen Reihe erfolgen kann und muss, die einzelnen Coefficien- 
ten der Reihe mit hervor, welche letztere deshalb aus einer willkür- 
lichen Function von y allein, und aus deren Differentialquotienten 
(nach y) zusammengesetzt sein werden. — Man kann aber auch die-» 
sen allgemeinsten Werth von z, nach Potenzen von y, oder nach 
Potenzen einer Function d(y) von y, in eine Reihe entwickelt sich 
denken; dann enthalten die Coefficienten blos eine willkürliche Func- 
tion von X, und deren Differentialquotienten Cnach x), 

Man kann auch so umformen, dass die willkürliche Function blos 
durch willkürliche Constanten vertreten wird. Nämlich man kann 
denselben allgemeinsten Werth von ;; (O^iUel^t der Maclaurinschen 
Reihe für zwei Veränderliche) auch in eine Doppel-Reihe ent- 
wickelt sich denken, welche in einer Richtung nach Potenzen von x, 
in einer andern Richtung nach Potenzen von y, oder in der erstem 
Richtung nach Potenzen von -^(x), in der andern dagegen nach Po- 
tenzen von *(y) fortlauft. In diesem Falle können die Coefficienten 
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dieser Reihe weder x noch y enthalten; sie werden also eine Reihe 
willkürlicher Constanten in sich aufnehmen, die jedoch in den Coefli- 
cienten der Reihe auf eine bestimmte Weise in Verbindung treten, 
so dass man nicht alle CoefBcienten der Doppel-Reihe ganz beliebig 
unbestimmt annehmen kann. 

§. 106. 
Besondere Integrale. 

In dem allgemeinen Integrale mit der willkürlichen Function 
q>(ja)^ sowie in allen seinen Umformungen sind nun alle beson- 
deren (particulären) Integrale enthalten, und letztere gehen aus 
ersterem hervor, wenn man der willkürlichen Function q)(ia) eine 
bestimmte Function (mit beliebig vielen constanten CoefBcienten) unter- 
legt. Jede partielle Differentialgleichung hat unendlich viele beson- 
dere Integrale. 

Erst wenn die allgemeinen Resultate auf besondere Fälle ihre 
Anwendung finden, lassen sich die willkürlichen Functionen, welche 
die Integration einführt, nach den verschiedenen Nebenbedingungen 
der Aufgabe näher bestimmen. 

§. 107. 

Form des allgemeinen Integrals einer partiellen Differential- 

gleichung der ersten Ordnung zwischen vier^ fünf und mehr 

Veränderlichen. 

I. Wir betrachten nun eine partielle Differentialgleichung der 
ersten Ordnung zwischen vier Veränderlichen, nämlich 
die Gleichung 

J dn du du\ ,. 

Sie hat ein allgemeines Integral mit einer willkürlichen Function 
5p(w,wO zweier Veränderlichen (a ynd w', während letztere be- 
stimmte Functionen von x, y und z sind, die jedoch auch u in sich 
aufnehmen können. Das allgemeine Integral muss also allemal die 
Form 

jP(x,y,z,u,5p)=0 
haben, weil nur dann aus 



1«7 

die willkürlichen 9>9 ;; 9 -^7 ^'^'^ somit Alles, was von dieser wUl- 

kürlichen Function 9 herrührt, eliminirt werden kann, so dass eine 
Differentialgleichung der ersten Ordnung sich ergiebt, welche die 
gegebene /=0 sein muss. 

In Reihen umgeformt wird dasselbe u statt der willkürUchen 
Function 9)(a>,CfiO blos willkürliche Functionen von zweien, oder gar 
nur von einer der unabhängigen Veränderlichen, ja vielleicht blos 
willkürliche constante Werthe in sich aufnehmen^ jedoch auf eine 
völlig bestimmte Weise, so dass neben der Willkürlichkeit der Coef- 
ficienten bereits auch eine bestimmte Beschränkung vorhanden ist. 

II. Femer wird das allgemeine Integral einer Gleichung der 
ersten Ordnung zwischen fünf Veränderlichen, nämlich 
der Gleichung 

J ^ ^ cfu lAi du\ ^ 

eine willkürliche Function 9)(iu,a>', cd'O in sich aufnehmen, während 
Cd, C(>', a>'' völlig bestimmte Functionen sind von x, y, z und t, welche 
selbst noch u enthalten können. 
ü. s. w. 

Beispiele sind folgende: 
Das allgemeine Integral Yon 

ist 

u=x0(a),o'), \vo o=xyB, o'=rx + y + «. 
Das allgemeine Integral von 

dx ^ ' dy ^ dz * dt 
ist 

u=x*^(o,iD',CD")f wo ö==-i, 0'=» — , 0"= — . 



8. 108. 

Endliche Form des allgemeinen Integrals einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung der zweiten Ordnung. 

Eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung 
enthält 3, 4, 5, ... n Veränderliche, und ausser den ersten auch 
die zweiten partiellen Differentialquotienten einer der Veränderlichen 
als Function der n — 1 übrigen. Z. B. 
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f( « ^ j^ ^'^ <Pz rf^z\ ^ 

ist eine partielle Differentialgleichnng der zweiten Ordnung zwischen 
3 Veränderlichen; u. s. w. Von einer partiellen DiiFerentialgleichung 
der zweiten Ordnung wird ihr allgemeines Integral (das ist eine 
Gleichung zwischen den n Veränderlichen), wenn es überhaupt in 
endlicher d. i. geschlossener C&Ig^braischer oder transcendenter) Form 
ausgedrückt werden kann, zwei willkürliche Functionen gp, %p der 
Veränderlichen in sich aufnehmen, jedoch wiederum nicht ganz will- 
kürlich, sondern in solcher Form, dass aus dieser Urgleichung und 
Ihren partiellen Differentialgleichungen bis zur zweiten Ordnung, Alles, 
was von diesen willkürlichen Functionen herrührt, eliminirt werden 
kann, so dass die gegebene Differentialgleichung der zweiten Ord- 
nung wieder erhalten wird. 

Beispiele sind folgende: 

Die Gleichung 

rfxrfy 

hat das allgemeine Integral 

z = 9)(x)+V/(y). 
Die Gleichung 

dH <Pz _^ 
dx* dt ~ 
hat das Integral 

z = 5pCx + y) + V'(x— y). 
Von der Gleichung 

rf'^z <Pz _ 
rfx* "^ dy» ~ " 

ist das allgemeine Integral 

z = g)(x + yv/-lD+V/(x-yv^^=^D. 
Das allgemeine Integral der Gleichung 
dH _ , <Pz 
rfF"^^ "dt 
ist 

das ist die Gleichung der schwingenden Saiten. 

In der That giebt die letzte Gleichuqgy wenn m^n sie partiell differenzirt, 



169 

80 dass also wieder: 

</*;_ j ^ 

Das allgemeine Integral von 

^^^ [dxdY/ ^dx^' dy^' 

welches die Gleichung der abwickelbaren Flächen ist, wird durch 

das System der zwei Gleichungen 

(2) z = w + xy (w) + ytp C(ü^ 

C3) 0=i--\-Xg)'C(o)+YxJj'ia)) 

dargestellt, wo to in der ersten eine durch die zweite bestimmte 

Function von x und y ist. Dabei stellen gj'Cw) und tp^Qo)) die Diffe- 

rentialquolienten ^ und -^ — vor. 
^ dia a(a 

Nämlich wird die Gleichung (2) partiell differenzirt nach x und y, so er« 
h&It man 

dl des , ... ^ d& , . , ^ , .y/- * ^® 
welche beide Gleichungen durch ihre Verbindang mit (3) sich auf 

reduciren, wo — , -r- mit p; q bezeichnet sind. Nun lüsst die Elimination 

von G> sich ausführen und man erhält durch sie 
(4) P=X(q) 

welches die Gleichung mit partiellen Differentialen der ersten Ordnung für das 
System (2, 3) ist, und in welcher nur eine einzige willkürliche Function vor- 
kommt. l)m nun auch diese letzte vollends zu vertilgen^ differenzire man die 

d*z d^z 
Gleichung (4) in Bezug auf x und y, wodurch man erhält, wenn —-5, j—r-y 

d*z 

-T-i mit r, s, t bezeichnet werden, 

ify* ' ' ' 

r=x'(q).8; s=/'(q).t 

woraus durch Division die Gleichung (1) 

rt=s* 

wieder erhalten wird, als die Gleichung mit partiellen Differentialen der zweiten 

Ordnung, weiche dem Systeme (2, 3) angehört» 

S. 109. 
Jntegral einer partiellen Differentialgleichung der n^en Ordnung, 

Das allgemeine Integral einer partiellen Differentialgleichung der 
n^eifOrdnungy wenn es in endlicher Form erscheint, nimmt n 
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willkürliche Functionen in sich auf, doch sind diese nicht völlig 
willkürlich. Denn wären sie es, so müsste man immer n völlig will- 
kürliche Functionen durch partielles Differenziren bis zur n^n Ord- 
nung eliminiren können, was aber nicht immer angeht, wie man sich 
sogleich überzeugt. Z. B. Es sei u = eine Gleichung, welche nebst 
den Veränderlichen X, y, z zwei willkürliche Functionen gpCs), yJit) 
der in X, y und z gegebenen Grössen s und t enthält Geht man 
zu den ersten und zweiten Differentialen über, so erhält 'man noch 
fünf Gleichungen , nämlich 

dx "' rfy -"' 

^ = 0-^-0^.-0 
rfx» ''' rfxdy """'rfy2 -"» 

wodurch noch vier, von den zwei willkürlichen Functionen herrührende, 
unbestimmte Ausdrücke 

rfyCs) dtpil) rf'y(s) d^iffjV) 
rfs ' di ' ds' ' dF' 
eingeführt sind« Man hat also sechs unbestimmte und willkürliche 
Ausdrücke, d. i. eben so viele, als Gleichungen vorhanden sind, eu 
eliminiren, was nur in dem Falle gelingen kann, wo, wegen der be- 
sonderen Form der Gleichung u = 0, d. h. wegen der Art und dem 
Verhalten von q) und tp in der primitiven Gleichung u=0, die 6 
unbestimmten Ausdrücke auf nur 5 sich zurückführen lassen« Und 
ähnlich in anderen Fällen. 

$. HO. 
Die mllkürlichen Functionen. 

Das allgemeine Integral einer gegebenen Differentialgleichung 
enthält, wenn dieselbe eine totale ist, eine oder mehrere willkürliche 
Constanten, und wenn die Gleichung eine partielle ist, eine oder 
mehrere willkürliche Functionen. 

Es ist charakteristisch für die partiellen Differentialgleichungen, 
dass hier eine willkürliche Function an die Stelle euier ein- 
fachen willkürlichen Constante tritt, um den entsprechenden Integralen 
die gehörige Allgemeinheit zu geben. Die Integrirung partieller Dif- 
ferentialgleichungen bildet einen eigenthümlichen Zweig der Analysis, 
und zwar den schwierigsten Theil der Integralrechnung. 

Eine willkürliche Function kann regulär sein; aber sie kann auch 
irregulär sein d. h. das Gesetz ihres Fortganges ändern, indem sie 
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bald diese bald jene Function ist« Während also die gewöhnlichen 
Integrationen nur reguläre Functionen zulassen, können in der Rech- 
nung mit partiellen Differentialen auch irreguläre Functionen erscheinen. 
Dadurch bietet diese Rechnung ein l^ittel dar, auch irreguläre 
Functionen ins Gebiet der Änalysis zu ziehen. 

Man nennt oft, wie schon bemerkt, eine irreguläre Function discontinuirlich, 
aber dies Wort kann einen Irrthum veranlassen. 

s in, 

Bestimmung der besonderen Integrale bei der Anwendung. 

Aus einem allgemeinen Integrale geheii alle besonderen 
hervor, wenn den willkürlichen Functionen 9, %p ganz bestimmte, 
aber beliebige untergelegt werden. 

Bei der Anwendung bestimmt sich das' besondere Integral da- 
durch, dass ei$ auch noch allen Nebenbedinguiigen der Aufgabe, die 
in der Differentialgleichung noch nicht ausgesprochen sind, zu ge- 
nügen hat. Wird man nun in der Anwendung zu einer Differential- 
gleicliung geführt, so muss man unter allen verschiedenen Integralen 
derselben für jeden besonderen Fall dasjenige heraussuchen, welches 
noch den übrigen, diesen Fall von jedem andern unterscheidenden, 
Bedingungen entspricht; d. h. in jedem besondern Falle der Anwen* 
düng kann man erst die willkürlichen Constanten oder die willkür- 
lichen Functionen so bestimmen, dass das Integral auch noch den 
letztern C^eben-) Bedingungen der Aufgabe genügt. So wie bei 
der Integration totaler Differentialgleichungen die Constanten den be- 
sonderen Bedingungen einer Aufgäbe gemäss bestimmt werden, so 
geschieht dies auch bei der Bestimmung der willkürlichen Functionen, 
die in den Integralen der partiellen Differentialgleichungen an die 
Stelle jener Constanten treten. So wie nämlich in den Anwendungen 
die eingehenden willkürlichen Constanten bei totalen Diffe- 
rentialgleichungen allemal dadurch bestimmt werden, dass man zu- 
sammengehörige bestimmte Werthe der Veränderlichen und ihrer 
Differentiale kennt, und diese in die Integralgleichungen substituirt, 
um Gleichungen blos zwischen den Constanten und bestimmten Werthen 
zu haben; ebenso muss man die bei der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen eingehenden willkürlichen Functionen 
dadurch zu bestimmen trachten, dass man noch aus den Nebenbe-« 
dingungen der Aufgabe besondere Gleichungen zwischen den Yerän-' 
derlichen x, y, z, ... sich verschafit, denen das Integral genügen, 
d. h. mit denen das Integral zusammenfallen muss. 
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§. 112. 
Integrale in endlicher Form, 

Die Auffindung der Integrale gegebener partieller Gleichungen 
ist meist mit den grössten Schwierigkeiten verbunden, so dass von 
ellgemeinen Integrations- Methoden in endlicher Form hier fast 
gar nicht die Rede sein kann. Nimmt man eine kleine Anzahl par- 
tieller DifTerentialgleichungen aus, so können die, welche von einer 
höheren Ordnung als die erste sind, nicht unter endlicher Form in-* 
tegrirt werden, selbst wenn es lineare Gleichungen sind. Wenn die 
Integration partieller Differentialgleichungen in endlicher Form 
möglich ist, so beruht sie im Allgemeinen darauf, dass man sie zu-^ 
rückzufuhren sucht auf die Integration totaler Differentialgleichungen; 
und vorher versucht man Gleichungen mit höheren Potenzen der par- 
tiellen Differentialquotienten auf Gleichungen vom ersten Grade (li-r 
neare), und Gleichungen mit partiellen Differentialen höherer Ord-t 
nungen auf niedrigere Ordnungen zu reduciren. 

Da eine partielle Differentialgleichung zum Stellvertreter des 
Integrals in endlicher Form auch ein System von 2 oder mehr 
Gleichungen, oder ein solches Integral haben kann, welches noch 
Differential- oder Integralformen (neben den Ur- Formen) in sich 
aufnimmt, so geht aus dieser Betrachtung leicht die Folgerung her-^ 
vor, dass man auf jede Integration in endlicher Form keinen zu 
grossen Werth legen dürfe. Dies machen wir noch durch folgende 
Betrachtungen anschaulich: 

Da Wurzeln und Logarithmen, wieil es indirecte Verbindungen 
sind, im Allgemeinen irrational sind, d. h. in Form einer unendlichen 
Reihe bei der Ausrechnung sich darstellen, also nur in Ausnahms- 
fällen in endlicher Form existiren; so kann man sich nicht wundem, 
wenn dies auch mit dem Integrale der Fall ist, weil das Inte- 
griren ebenfalls eine indirecte Operation ist, dem Differenziren ent- 
gegengesetzt. — Es ist nun bereits angegeben, in wie wenigen 
Fällen das Integral fxdx in endlicher Form wirklich herzustellen 
ist. Darauf hält man eine totale Differentialgleichung zwischen zwei 
Veränderlichen bereits für integrirt in endlicher Form, wenn man 
für y eine Znsammensetzung aus x gefunden hat, in welcher selber 
noch ein solches angezeigtes Integral Txdx vorkommt, oder wohl 
schon, wenn man eine Gleichung zwischen x und y in endlicher 
Form gefunden hat, in welcher mehrere solche angezeigte Integrale 
JXdx, J^dY, ... noch vorkommen; obgleich letztere nur aus- 
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nahmsweise in endlicher Form herzustellen sein werden. Sodann 
hält man wieder das Integriren der partiellen Differentialgleichungen 
für durchgeführt^ sobald man sie auf totale Differentialgleichungen 
zurückgeführt sieht, deren Integration theoretisch nichts mehr im 
Wege liegt; obgleich das wirkliche Integriren derselben in endlicher 
Form wiederum nur ausnahmsweise wird durchgesetzt werden kön- 
nen. — Nimmt man noch dazu, dass die allgemeinen Integrale ^i 
endlicher Form^ welche für die partiellen Differentis^lgleichungen her- 
gestellt werden können^ oft in einer Gestalt erscheinen, welche für 
die Brauchbarkeit- dieser Resultate in den Anwendungen wenig Hoff- 
nung übrig lässt, so wird man das Integriren in endlicher Form^ 
in Bezug auf die Anwendungen wenigstens , für als nur in einfachen 
und seltenen besonderen Fällen wirklich durchführbar halten. 

Um die Aufgaben, weiche zu solchen Gleichungen führen, auf- 
zulösen, muss man daher, namentlich in Mechanik und Physik, häufig 
zu ihren in Reihen dargestellten Integralen seine Zuflucht nehmen. 

§. H3. 

Integration der partiellen Differentialgleichungen durch unendliche 

Reihen. 

Um Integrale in Form von unendlichen Reihen zu erhalten, wird 
man die Methode der unbestimmten Goefficienten und 
Exponenten mit dem besten Erfolge anwenden. — Es sei u 
eine Function dner beliebigen Anzahl unabhängiger Veränderlicher 
X, y,z^t, ..., und diese Function soll einer gegebenen partiellen 
Differentialgleichung genügen, die wir durch L = darstellen. Nun 
denke man sich, dass der Werth von u in einer, nach den Potenzen 
einer der Veränderlichen x, y,z,t, ..., oder allgemeiner, einer 
anderen Grösse^, welche irgend eine Function von einer oder meh- 
reren dieser Veränderlichen ist, geordneten Reihe entwickelt seL 
Man setzt daher 

u = Pd« + Q^+R^r-f ..., 

wocif,/?, y, ... P, 0,R, ... unbestimmte Goefficienten und Expo- 
nenten sind. Nun substituirt man diesen Werth von u nebst dessen 
Differentialquotienten in die Gleichung L = 0, ordnet sodann L nach 
Potenzen von d- (zu welchem Behufe zuweilen erst die unbestimmt 
gelassenen Exponenten a,/S,y,-.,. zweckmässig angenommen werden 
müssen, jedoch «o^ dass «<^<y<'«« wird) und setzt dann die 
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Coefficienten dieser Potenzen von d- alle einzeln gleich Null. Ans 
diesen einzelnen Gleichungen müssen dann P,.Q, R,... cr,/9,)^,... 
gefiinden werden. Wenn die angenommene Form der Reihe C^a- 
mentlich des xF) für das allgemeine Integral nicht passt Cwas der Fall 
ist, wenn Coefficienten unendlich werden), so suche man Reihen, die 
nach Potenzen von (-^ — a) fortlaufen, wo a eine beliebige Constante 
ist Cdie man so wählt, dass das Unendliche in der Rechnung nicht 
vorkommt), welche Form der Entwickelung keraer denkbaren Function 
sich versagt. Dann ist, wenn man bei dieser Methode sowohl für 
die Exponenten a^ß^y, ... als auch für die Coefficienten P, Q, R, ... 
die allgemeinsten Bestimmungen sich verschafit, die so gefundene 
Reihe das allgemeine Integral der gegebenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung, welches alle besonderen in sich schliesst. 

S. H4. 
Wahl des d: Verschiedene Formen des Integrals. 

Das d- kann irgend eine der unabhängig Variablen x, y, ... 
selbst sein, während a, ß, y, . .. gleich 0,1,2,..., so dass diB 
Reihe für u nach ganzen Potenzen einer Veränderlichen fortschreitet. 
Aligemeiner nimmt man '^ = x — a, oder ^=y-— b. 

Bei den Aufgaben der Mechanik und Physik ist es gewöhnlich 
am bequemsten, ^ = e' , wo e die Basis der natürlichen Logarithmen 
ist, anzunehmen, so dass man 
(1) u = Pe«^ + Qe^^ + ReT^ + . .. 

setzt, wo «,/?,/,... constant, während P, Q,R,... Functionen der 
anderen Veränderlichen sind. 

Dabei müssen die Constanten a, ß^ y, ... aus den Nebenbedin- 
gungen der Aufgabe (also aus den für bestimmte Werthe der Ver- 
änderlichen vorhandenen Bedingungen) ihre Bestimmung erhalten. Sie 
zeigen sich zuweilen imaginär (z. B. wenn u eine periodische Function 
ist, weil eine solche durch Exponential-Ausdrücke mit reellen Ex- 
ponenten nicht darstellbar ist), und in diesem Falle müssen die Ex- 
ponentialgrössen im Integral, wenn bequeme Rechnungen stattfinden 
sollen, in Sinus unU Cosinus verwandelt werden. Dadurch giebt man 
der Reihe (1) eine andere Form. Es seien nämlich X, /u, y, ...an- 
dere willkürliche Constanten, und p, q, r, ... p', q', r', . . andere 
Unbekannte. Setzt man in der Reihe (1) + ^^ — ^j +A*^'^1j 
-fyv^~r^ ... statt «, /9, y, ..., ersetzt dann P,Q,R, .,« durch 
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nimmt alsdann die Summe der Werthe von u, %velche den beiden 
Zeichen von v'— 1 entsprechen, so hat man 

p cos Ax + q cos fix + r cos yx + . • • 



"~ I + P' sin Ax + q'sin/ux + r'sin vx + 
wo man A,/£, v, ... als constant, dagegen p, p', q, q', r,!^, ... als 
Functionen der übrigen Veränderlichen ansieht. Diese Form (2) für 
u wird man im betreSTenden Falle lieber gleich vom Anfange an statt 
der Form (1) wählen. 

Jenachdem man also die Grösse 9 anders wählt, erhält man ver- 
schiedene in Reihen entwickelte Ausdrücke von u, welche alle, unter 
gleichgeltenden Formen, das allgemeine Integral von L = i$ein wer- 
den, so dass, wenn man dieses Integral auch unter endlicher Form 
ausdrücken kann, jede dieser Reihen eine andere Entwickelung des- 
selben sein wird und immer daraus abgeleitet werden kann. So ent- 
stehen verschiedene Formen desselben allgemeinen Integrals. Dabei 
kann die Anzahl der in der Reihe für das Integral u vorkommenden 
willkürlichen Functionen, obgleich die sie enthaltenden Coefßcienten 
P , , R , . . . auf die allgemeinste Weise bestimmt sind , sich ändern, 
jenachdem die Reihe nach den Potenzen dieser oder jener Veränder- 
lichen & geordnet sein wird. Diese Anzahl kann kleiner sein, als 
die Zahl, welche die Ordnung der gegebenen Gleichung bezeichnet 
(d. h. als die der höchsten partiellen Differentiale, welche sie ent- 
hält). Es kann sogar sfch ereignen, dass alle willkürlichen Functionen 
aus der Reihe verschwinden, die alsdann nur eine unendliche Anzahl 
willkürlicher Constanlen enthalten wird, ohne dass sie jedoch aufhört, 
das allgemeine Integral auszudrücken. ^ 

Die willkürlichen Grössen im Integral erhalten in den Anwendungen nach 
den verschiedenen Nebenbedingungen der einzelnen Aufgaben ihre verschiedene 
Bestimmung. 

Sobald man, vermöge der andern Bedingungen der Aufgabe, die zur Diffe- 
rentialgleichung L=0 geführt haben, alle willkürlichen Grössen, welche die 
Reihe für das Integral enthält, bestimmt haben wird, so muss sie, wenn sie 
brauchbar sein soll, convergiren. Divergirt sie aber für gewisse Werthe von 
d^, 80 muss man diese Grösse ändern, und die Reihe durch eine andere nach 
Potenzen einer anderen Veränderlichen geordnete Reihe ersetzen. 

In allen den Fällen^ wo algebraische oder transcendente ge- 
schlossene, endliche Formen des allgemeinen Integrals nicht existiren, 
kann das allgemeine Integral die verschiedensten Formen annehmen. 
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Daher ist oft sehr schwer zu erkennen, dass das gefiindene Integral 
einer gegebenen partiellen Differentialgleichung das allgemeine sei^ 
d. h. dasjenige, welches alle einzelnen, von einander verschiedenen 
Integrale, die es noch geben mag, in sich schliesst. 

S. H5. 

Zusammenhang der verschiedenen partiellen Differentialgleichungen 
unter sich und mit den totalen Differentialgleichungen, 

Eine partielle Differentialgleichung zwischen drei Veränderlichen 
X, y und der Function u (nebst den Differentialquotienten -j-, -^ , 

-7-^,...] ist einer unendlich grossen Anzahl von totalen Differential- 
gleichungen zwischen den beiden Veränderlichen y und u (nebst 
den Differentialquotienten ^, ^-^, -r-j, ... von u nach y) gleich- 

zuachten, welche alle aus ihr hervorgehen^ wenn man sich in ihr 
nach und nach unendlich viele und alle Werthe gesetzt denkt, welche 
X nur immer haben kann. Jede dieser unendlich vielen totalen 
Gleichungen, wenn sie integrirt wird, Uefert dann für dieses be- 
stimmte X den zugehörigen Werth u in y ausgedrückt, während statt 

1- 9 -j-ö 5 j j 5 • • • 5 weil sie ebenfalls Functionen von y und x 
dx ' dx^ ' rfyrfx ' ' '' 

sind, für jeden bestimmten Werth von x blos Functionen von y zu 

stehen kommen.- - 

Auf dieselbe Weise ist eine partielle Differentialgleichung zwischen 
vier Veränderlichen x, y, z und der Function u, als ein Aggregat 
von einer unendlichen Anzahl von partiellen Differentialgleichungen 
mit den drei Veränderliehen y, z und u anzusehen, welche ktztere 
aus ersterer dadurch hervorgehen, dass man statt x nach und nach 
alle seine stetig neben einander liegenden Werthe gesetzt denkt. 

U. s. w. f. 

§. H6. 
Anwendungen in Geometrie^ 

Da durch partielle Differenzirung der Gleichungen nicht nur die 
Constanten Grössen, sondern selbst noch ganz willkürliche Functionen 
zum Verschwmden gebracht werden können, so ist die partielle Diffe- 
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rentialgleichung viel allgemeiner als die Urgleichung, und um so mehr, 
je höher die Ordnung. Die Gleichung mit partiellen Differentialen 
umfasst unendlich viele Gleichungen. Daher ist man im Stande, mit-* 
telst der partiellen Differentiale, Familien, Ordnungen, Classen von 
Gleichungen darzustellen. 

Die vielumfassende Bedeutung, deren die partiellen Differential- 
gleichungen fähig sind, zeigt sich für die Gleichungen mit 3 Ver- 
änderlichen in der Geometrie bei der Theorie der krummen Flächen. 
Eine partielle Differentialgleichung zwischen drei Veränderlichen drückt 
eine gemeinsame Eigenschaft aller Flächen aus, deren Gleichungen 
dem Integrale entsprechen, so dass die gegebene Differentialgleichung 
einer unendlichen Menge verschiedener Flächen angehört, die alle 
einen gemeinsamen Charakter haben, weicher durch diese Gleichung 
allgemein dargestellt wird, und sich geometrisch in der analogen Art 
ihrer Erzeugung ausspricht. Nämlich diejenigen Flächen, welche auf 
gleiche Weise entstehen, sind nothwendig durch eine gewisse ge- 
meinschaftliche Eigenschaft ihrer Berührungsebenen charakterisirt; so 
dass, wenn diese Eigenschaft zufolge der allgemeinen Gleichung der 
Berührungsebene analytisch ausgedrückt wird, man eine Differential- 
gleichung erhält, welche sämmtliche Flächen dieser Familie darstellt. 

Dadurch ist man in den Stand gesetzt, auf analytischem Wege 
die krummen Flächen in natürliche Familien einzutheilen, gemäss 
der Art ihrer Erzeugung, welche Eintheilung auch für die Einsicht 
der Operationen in den Künsten und Gewerben nützlich ist. Intcgrirt 
man die partiellen Differentialgleichungen der Flächen, so kommen in 
den endlichen Gleichungen willkürliche Functionen vor, und diesen 
entspricht das , was bei der Erzeugung der betrachteten Flächen un- 
bestimmt ist, und erst durch die besondere Beschaffenheit der durch 
die Gleichung vorgestellten Fläche näher bestimmt wird Cnämlich die 
Unbestimmtheit der Curven, durch welche die Fläche hindurch gehen 
soll). 

Ist die partielle Differentialgleichung einer Flächenfamilie von der 
ersten Ordnung, so enthält die endliche Gleichung, welche das In- 
tegral derselben ist, eine willkürliche Function. Zum Beispiele dient 
die Familie .der cylindrisehen Flächen , die Familie der conischen^, die 
der Rotations-Flächen. 

Ist die partielle Differentialgleichung einer Flächenfamilie von der 
zweiten Ordnung, so enthält die endliche Gleichung zwei will- 
kürliche Functionen, und diese grössere Unbestimmtheit charakterisirt 
eine noch allgemeinere Gruppe. Z. B. Die Ordnung der abwickel- 

12 
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baren Flächen (surfaces developpables), worunter die cylindrischen, 
conischen und unzählige andere Flächen begriffen sind. 

Noch umfassender ist eine Gleichung mit partiellen Differentialen 
der dritten Ordnung, welcher eine endliche Gleichung mit drei 
willkürlichen Functionen entspricht, wodurch eine Glasse von Flächen 
dargestellt werden kann. Z. B. Die Regelflächen (surfaces reglees), 
d. h. alle durch eine gerade Linie erzeugten Flächen, worunter so- 
wohl die windschiefen (surfaces gauches), als die abwickelbaren 
Flächen begriffen sind. 

Die endlichen Gleichungen der Flächenfamilien smd wegen der 
Unbestimmtheit der in ihnen enthaltenen willkürlichen Functionen we- 
niger bequem zu analytischen Arbeiten, wobei ihnen die Gleichungen 
mit partiellen Differentialen vorzuziehen sind. Dies Verüahren hat 
wesentlich beigetragen, um die Theorie der krummen Flächen zu 
einem hohen Grade von Allgemeinheit zu vervollkommnen. 

Bei den Anwendungen in Mechanik und Physik kommen auch 
partielle Differentialgleichungen mit 4 und 5 Veränderlichen vor. 

§. 117. 
Anwendungen in Mechanik und Physik. 

In den wichtigsten Anwendungen der Mathematik auf Mechanik 
und Physik wird man zu partiellen Differentialgleichungen geführt. 

Diese sind glücklicherweise in den meisten Aufgaben linear (d. b. die Diffe- 
rentialquotienten kommen nur auf der ersten Potenz vor), indem es bei der 
Auflösung der Probleme gestattet ist, die Producte und kökerea Potensen ge- 
wisser yerSnderlicher Grössen wegen ihrer Kleinheit zu vernachlässigen. 

Die partiellen Differentialgleichungen haben den eigenlhümlidien 
Charakter, dass ihnen immer durch eine unendliche Menge besonderer 
Auflösungen Genüge geleistet werden kann, welche in einer einzigen 
Formel enthalten sind. Die Gesammtheit dieser Auflösungen ist das 
allgemeine Integral, in welchem willkürliche Grössen vorkommen, die 
sodann gemäss den besonderen Bedingungen jeder Aufgabe zu be- 
stimmen sind. So sind die Mathematiker mittelst der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen im Stande, allgemeine Gesetze wichtiger Erschei- 
nungen auszudrücken. 

Die Aufgaben, welche durch die Integration partieller Differential- 
gleichungen aufgelöst sind, betreffen hauptsächlich die Mechanik und 
die Theorie der Bewegung der Wärme. — In den Aufgaben der 
Mechanik, wo man die Bewegung eines Systems von Körpern unter- 
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sucht, werden die veränderlichen Coordinaten der beweglichen Puncte 
als Functionen der Zeit und ihrer anfänglichen Coordinaten angesehen. 
Die Differentialgleichungen drücken die allgemeinen Gesetze der Be- 
wegung aus. Die Integrale mässen diesen Gleichungen Genüge leisten, 
ferner den besonderen Bedingungen des Systems, und müssen, wenn 
man darin die Zeit gleich Null setzt, den Anfangszustand der Ruhe 
oder der Bewegung darstellen. — In der Theorie der Wärme be- 
trachtet man die Temperatur in einem gegebenen Puncte eines Kör- 
pers als Function der Zeit und der drei Coordinaten dieses Punctes. 
Die Differentialgleichung drückt gewisse Relationen aus, welche zwischen 
den partiellen Differentialquotienten dieser Function stattfinden müssen, 
welche Relationen unmittelbar aus dem Geset;&e der Mittheilung der 
Wärme hervorgehen und allen Fällen gemeinschaftlich sind. Das In- 
tegral muss diesen Relationen genügen, und ausserdem gewissen be- 
sonderen Bedingungen, welche von der Gestalt des Körpers, von der 
Art der Erwärmung oder Erkältung, und endlich vom Anfangszu- 
stande der Temperaturen in den verschiedenen Puncten abhängen. 

IX* Zerlesunif toü Qleieltiinifeii, urelrlte DilTepeiitlale 

und Integrale enthalten > in melupere einzelne 

Qleiehunsen* 

§. 448. 

Gleichungen mit Differentialen, 

Schon im g. 11 wurde von der ZerföUung einer Gleichung in 
mehrere geredet. Eine Fortsetzung davon enthalten die beiden fol- 
genden Paragraphen. 

I. Wenn in der Gleichung 

y jede beliebige Function von x bedeutet, so sind die CoefBcienten 
A, Ao, Ai, Ai, ... An alle einzeln der Null gleich. 

Zum Beweise braucht man nur für y solche Functionen zu nehmen, dass 
die Differentialquotienten von irgend einer Ordnung an verschwinden. 

Auch muss jeder einzelne Coefficient Null sein, sobald nur zur 
Bedingung gemacht wird, dass die gegebene Gleichung für eine 
Function von x mit mehr als n von einander unabhängigen 
willkürlichen Constanten gelten soll. 

Nämlich zum Beweise braucht man nur eine solche Function mit n-|-l Coü- 
stanten zu nehmen , und dann die Constanten zweckgemäss zu wählen. 

12* 
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Hier, wie in den folgenden Sätzen, ist vorausgesetzt, dass die 
Coefficienten von y ganz unabhftngig sind. Ist daher einmal gefunden, 
dass sie =0 sind, für irgend ein y, so sind sie immer =0, auch 
für jedes andere y. Uebrigens können die Coefficienten x enthalten. 

II. Findet die Gleichung 

A+Aoy.+A.^ + ....+A.^ 
+ B+Boy.+Bi^+.... +B.^ 

+ 

fär jede beliebige Function y von x statt, so müssen die Coeffi- 
cienten 

Aö, Ai, A2, ... Arn» Bo, Bi , Ri, ... Ba , Co, Ci, C2, .... Cp 
jeder einzeln für sich der Null gleich sein, also dass auch 

A + B-|-C = 

ist. Hier bedeuten y» , ^^, u. s. w. das, was aus y, -^, u. s. w. 
whrd, wenn darin a statt x gesetzt wird, u. s. w. 

Beweis. Man nehme statt y eine Function yon x mit wenigstens m -)- n -)- P + ^ 
Yon einander unabhängigen Constanten, so lassen sich diese Constanten allemal 
anders und anders nehmen, und zugleich auch so, dass die m-f-n+P~l~3 

Ausdrücke y^ , -—^ , alle =0 werden, weshalb A -)- B -{- C = sein muss. 

Lässt man aber diese 3 Glieder aus der Gleichung weg, so kann man wiederum 
den willkürlichen Constanten solche Werthe beilegen, dass von den m-f-n-f- p-H^ 

rfy 

Ausdrücken y», — i., ... alle bis auf einen einzigen der Null gleich werden, 

dx. 
dieser einzige aber, welcher nicht Null wird, einen bestimmten Werth erhalte. 
Dann könnte die Gleichung nicht bestehen, wenn nicht der Coefficient des 
letztem =0 wäre. Und da dieser letztere jeder der gedachten Ausdrücke 
werden kann, so müssen alle Coefficienten einzeln der Null gleich sein. 

III. Findet die Gleichung 

+ 

fär jede beliebige Function y von x statt, so mässen die Coef- 
ficienten A, Ao, Ai, Ai, ... A« , Bo, Bi, ... B., jeder fär sich, der 
Null gleich sein. 
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Beweis. Man Bette statt y eine Function von x mit einer hinreichenden 
Anzahl willkürlicher Constanten, um durch schickliche Bestimmung der letstem 
für irgend einen bestimmten Werth a von x, alle Glieder der Gleichung bis 
auf eines verschwinden zu lassen ; so könnte die Gleichung nicht bestehen, wenn 
nicht der Coefficient dieses letztem =0 wäre. Und da dieses letztere jedes 
der m-f-n-f 3 Glieder der Gleichung werden kann, so muss nothwendig auch 
jeder einzelne Coefficient der Null gleich sein. 

IV. Ist gegeben die Gleichung 






A + Aoy + A.g + A,^ + ... + A, 



rfz , „ «Pz . , „ d'z } =0 



+ BoZ + B,^+Ba-^ + ...+B. 



rfx ^ ^ rfx» ' • • ' " rfx» 



+ ... 
oder die Gleichung 



Aoy + A.^+A.g + .., 
+ C„y.+C.|^+ 



+ A. 


rfx- 


+ B. 


d'z 
dx' 


+c. 


rf'y. 
dxr 


+ D, 


d*Zi 
dx* 



+ DoZk+C.^+ . . . . . 

+ .... 

unter der Voraussetzung, dass solclie stattfinden soll für jede be- 
liebige Function y von x, und zugleich auch ffir jede beliebige, von 
der erstem unabhängige Function z von x; so müssen alle Coeffi- 
cienten einzeln der Null gleich sein. 

Der Beweis tat, den Torhergegangenen Beweisen analog, leieht cu führen. 

V. Ist gegeben die Gleichung 

A + AoU+A.^+A,g^+. 

fär jede Function von x und y, welche statt u gesetzt werden mag, 
80 sind alle Coefficienten einzeln der Null gleich. 
Beweis wie bei den vorhergehenden ähnlichen Sätzen. 

Man könnte leicht noch met^r analoge Sätze aufstellen. 



ist 



$ 119. 
Gleichungen mit Jniegralen. 
1. Ist gegeben die Gleichung 



/ 



uzrfx = 



WO u und z Functionen von x sind, Tür jede beliebige Function z, 
so ist auch. 

u = 0, 
wenn nur b von a verschieden ist. 

Beweis. Denn wäre u nicht =0, so könnte man — statt z setzen, und 



man hatte dann 



/' 



^u. J-<li=b — a=0, 
u 



welches ein Widerspruch ist, weil nach der Voraussetzunfif b von ayerschieden 
sein soll. 



IL Ist gegeben die Gleichung 

d 
c 



/ 



dx dx' 



= 



a 

+o.z,+o,2 + ...+o.:^ 

für jede Function z von x; so ist erstlich 

u=0 
welches u eine Function von x bedeutet, und ausserdem sind noch 
die Ausdrücke 

P,0,Pi,Oi, ... Pn,0« 
jeder für sich der Null gleich. 

Beweis. Man zeige zuerst, dass die letztern Coefficienlen =0 sind auf 
folgende Art: Setzt man in der gegebenen Gleichung statt z eine Function 
von X mit 2n+3 willkürlichen und von einander unabhängigen Constanten, 
so kann man eine dieser Constanten so bestimmen, dass 



/■ 



uz<i;x=o 



wird, und die übrigen Constanten können nach und nach solche verschiedene 
Werthe annehmen, dass immer von den Ausdrücken 

dza dzß 

«' ^'•^' Ä • "•''•'^- 

alle bis auf einen einzigen der Null gleich werden, dieser einzige aber einen 
andern bestimmten Werth erhält , so dass die Gleichung nun nicht bestehen 
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könnte, wenn nicht der Coefficient dieses Gliedes =0 wäre. Also könnte die 
gegebene Gleichung für jede Function z von x nicht bestehen, wenn nicht die 
Coerficienten 

P, 0,Pi,Oi,... 
alle, jeder für sich, der Null gleich wären. Es muss dann auch noch 

u = 
sein. 

III. Ist 

I^UYdx-\- Avzrfx 
a "r 

+ P.y„+P.^+.. 
dx 

+ R.z.-|.R.^+. 

+ S.Zß + S.^ + . 

für jede beliebige Function von x, welche statt y, und für jede von 
der ersteren unabhängige Function von x, weiche statt z gesetzt 
werden mag, so muss 

u=:0 und v = 
sein, wo u und v Functionen von x vorstellen, und auch alle Coef- 
ficienten 

P, 0^ Pij -..j R> Ri, . . . 
müssen dann einzeln der Null gleich sein. 

Beweis. Man setze statt z eine solche Function von x, für welche in der 
gegebenen Gleichung Alles herausfällt, was von z abhängi)^ ist, so redncirt 
sich diese Gleichung (III.) auf (II.) 9 und man hat also n=0 und alle Coeffi-> 
cienten der von z abhangigen Glieder sind nothwendig =0. Gerade so kann 
man aber auch verfahren, um den übrigen Theil der Behauptung ausser Zweifel 
zu setzen, also namentlich auch, dass v=0 ist. 

Man könnte leicht noch ähnliche Sätze aufstellen. 

^. Rückblick auf die Intei^ralreciinaiiy. 

$. 120. 
Theile der Integralrechnung. 

Die Integralrechnung zerfallt in die Integration der entwickel- 
ten und der unentwickelten Differentiale, oder der Differential- 
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formeln und Differentialgleichungen« Die Unterscheidung dieser beiden 
Fälle ist hier noch wichtiger und wesentlicher, als die entsprechende 
in der Differentialrechnung. Nämlich beim Differenziren, wie wir 
sahen, beruht diese Unterscheidung nur auf der Schwierigkeit, jede 
Gleichung aufzulösen. Aber wenn auch diese Schwierigkeit gehoben 
wäre, so würden dennoch die Differentialgleichungen einen ganz an- 
dern Fall der Integration darbieten, als die entwickelten Differentiale» 
Denn z. B. im einfachsten Falle sei y eine Function von x, und man 

habe eine Differentialgleichung zwischen x, y und ^ ; wäre nun diese 

nach ^ aufgelöst, so würde auf der andern Seite noch y vorkommen, 

und es wäre für die Integration nichts gewonnen, ausser in dem sehr 
speciellen Falle, wo die Differentialgleichung das y selbst nicht ent- 
hielte. Demnach ist die Integration der Differentialgleichungen noth- 
wendig schwieriger, als die der entwickelten Differentiale, womit der 
Integral-Caicul beginnt. Die verschiedenen bis jetzt vorgeschlagenen 
Verfahren zur Integrirung der Differentialgleichungen, z. B. die Ab- 
sonderung der Variablen, die Methode der Multiplicatoren u. s. w. 
haben zum Zwecke, diese Integrationen auf die der Differentialformeln 
zurückzubringen. Während diese nothwendige Grundlage der ganzen 
Integralrechnung bis jetzt leider noch unvollkommen ist, hat die Kunst, 
darauf die Integration der Differentialgleichungen zurückzuführen, noch 
weit weniger Fortschritte gemacht. 

Jeder der genannten beiden Hauptzweige der Integralrechnung 
hat wieder, wie in der Differentialrechnung, zwei Unterabtheilungen, 
indem man Functionen von einer, oder von mehreren unabhän- 
gigen Variablen betrachten kann. Diese Unterscheidung ist, wie die 
vorhergehende, noch viel wichtiger für die Integration als für die 
Differenzirung, und zeigt sich besonders merkwürdig bei den Diffe- 
rentialgleichungen. Nämlich Gleichungen mit mehreren unabhängig 
Variablen können die eigenthümliche und grössere Schwierigkeit zei- 
gen, dass die gesuchte Function durch eine Relation zwischen ihren 
partiellen Differentialen bestimmt ist. Daraus entpringt der schwerste 
und ausgedehnteste Theil der Integralrechnung, der Integral-Caicul 
mit partiellen Differentialen, welches ein neuer eigenthümlieher Zweig 
ist. Ein sehr auffallender Unterschied zwischen einer Gleichung mit 
einer einzigen unabhängig Variablen, und einer partiellen Differen|nl- 
gleichung besteht in den willkürlichen Functionen, welche hier an die 



185 

Stelle der einfachen willkürlichen Constanten treten müssen, um den 
Integralen volle Allgemeinheit zu geben. 

Eine andere allgemeine Unterabtheilung beim Integriren der ent- 
wickelten oder unentwickelten Differentiale mit einer oder mehreren 
Variablen, gründet sich auf die mehr oder weniger hohe Ordnung 
der Differenzirungen, welcher Umstand in der Differentialrechnung 
bekanntlich keine Schwierigkeiten macht, dagegen in der Integral- 
rechnung neue Verwickelungen bringt. Bei den unentwickelten Diffe- 
rentialen ist die Unterscheidung der Ordnungen noch wichtiger^ indem 
die höhere Ordnung der Differentialgleichungen zu neuen Aufgaben 
Veranlassung giebt. Nicht jede Differentialgleichung einer höheren 
Ordnung lässt sich auf die der nächst niederen Ordnung zurückführen. 
Eine totale Differentialgleichung höherer Ordnung hat zwar immer ein 
erstes Integral u. s. w., aber von einer partiellen Differentialgleichung 
höherer Ordnung existirt ausser der Urgleichung nicht immer ein nie- 
drigeres Integral. Im Allgemeinen bieten die Differentialgleichungen 
um so verwickeitere Fälle dar, als ihre Ordnung höher ist, und lassen 
sich in günstigen Fällen nur durch specielle Methoden auf niedrigere 
Ordnungen zurückführen. 

Endlich ist noch einer allgemeinen Unterscheidung zu erwähnen, 
indem man entweder nur Eine Function aus Einer Differentialgleichung 
zu bestimmen hat, oder in einem offenbar viel verwickeiteren Falle 
hat man gleichzeitig mehrere Functionen mittelst mehrerer Diffe- 
rentialgleichungen zu bestimmen. 

Die Integration entwickelter Differentialformeln lässt sich, wenn 
sie die Bedingungen der Integrabilität erfüllen, immer auf Quadraturen 
zurückführen. Was aber die Integration der Differentialgleichungen 
(in endlicher Form) betrifft, so gelingt es nur in günstigeren Fällen, 
die totalen Differentialgleichungen zu integriren^ und die Integration 
der partiellen Differentialgleichungen auf die von totalen zurückzu- 
führen, wobei allgemeinere Methoden bis jetzt nur in einfacheren 
Fällen, z. B. bei linearen und bei Gleichungen der ersten Ordnung 
sich angeben lassen. 

S. 121. 

Grundlage und Ziel des Integrirens. 

Wir haben gesehen, dass die Integration der entwickelten Diffe- 
rentialformeln der ersten Ordnung mit einer einzigen Variablen die 
nothwendige Basis aller anderen Integrationen ist, die nur insofern 
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auszuführen sind, als sie sich auf jenen einfachsten Fall zurückführen 
lassen, welcher aliein einer directen Behandlung fähig ist. Diese 
einfache und fundamentale Integration wird oft durch den bequemen 
Namen der Quadratur bezeichnet, weil jedes Integral dieser Art 
ff 00 dx die Fläche einer Curve vorstellt, deren Gleichung in recht- 
winkligen Coordinaten y=:/*(x) ist. Diese Classe von Aufgaben ent- 
spricht in der Differentialrechnung dem fundamentalen Falle der Dif- 
ferenzirung der entwickelten Functionen einer einzigen Variablen. 
Jedoch ist die Aufgabe des Integrirens, ihrer Natur nach, viel ver- 
wickelter und ausgedehnter, als die des Differenzirens. Die Diffe- 
renzirung reducirt sich auf die der einfachen Functionen. Aber keines- 
wegs lässt sich die Integration der zusammengesetzteren Functionen 
nothwendig aus der Integration der einfachen Functionen ableiten, 
sondern jede neue Combination aus den einfachen Functionen bietet 
für die Integrirung neue Schwierigkeiten dar. Daher kommt es, dass 
die Aufgabe der Quadraturen , gemäss der Natur der Sache, einen 
unerschöpflichen Umfang hat, und keiner vollständigen Lösung sich 
erfreut. Was die Integration in endlicher oder geschlossener Form 
belrilft, so gehen die verschiedenen Methoden bei Bestimmung der 
Quadraturen nicht aus einem allgemeinen Principe hervor, sondern 
bestehen meist in isolirten zahlreichen Kunstgriffen des Calculs. Am 
meisten trägt noch einen allgemeineren Charakter das theilweise In- 
tegriren, wodurch man jedes Integral auf ein anderes zurückführen 
kann, welches letztere zuweilen leichter zu erhalten ist. 

Vom Probleme der Quadraturen ist Folgendes zu sagen: Die Integration 
(der transcendenten Functionen kann bis jetzt nur in wenigen einfacheren Fällen 
geleistet werden. Die Integration der algebraischen Functionen ist mehr aus- 
gebildet, doch kann man die irrationalen Functionen nur in sehr wenig Fällen 
integriren, hauptsächlich durch Rationalmachen. Nur allein die Integration der 
rationalen Functionen lässt sich immer ausfüliren. 

Die Bestimmung der Quadraturen gründet sich zuletzt auf die 
durch Inversion der fundamentalen Differentialformeln (für die ein- 
fachen Functionen) direct erhaltenen Integralformeln. Nämlich un- 
mittelbar können wir nur diejenigen Differenlialausdrücke integriren, 
welche durch die Differenzirung der einfachen Functionen entstanden 
sind. Hiernach besteht die Kunst des Integrirens eigentlich darin, 
andere Fälle so viel als möglich zuletzt auf diese kleine Anzahl fun- 
damentaler Quadraturen zurückzuführen. Für solche Kunstgriffe lassen 
sich keine allgemeine Regeln aufstellen, sondern Uebung und Ge- 
wandtheit müssen hierbei das Meiste thun. 
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Man sieht, dass, während die Differentialrechnung, ihrer Natur 
nach, ein abgeschlossenes und vollkommenes System ist, dagegen 
die Integralrechnung ein unerschöpfliches Feld der Thfitigkeit dar- 
bietet, noch abgesehen von den unzähligen Anwendungen« 

Obgleich demnach der Integral - Calcul noch viel zu wünschen 
übrig lässt, indem er bis jetzt nur als eine Sammlung von Regeln 
und Kunstgriffen erscheint; so wussten doch die Mathematiker mittelst 
der bisherigen auf diesem Gebiete erworbenen Kenntnisse eine Menge 
der wichtigsten Aufgaben in Geometrie, Mechanik und Physik zu 
lösen. Dies kommt daher, weil eine abstracto Wahrheit eine Menge 
concreter Fälle begreift. 

JLl. Fernere Betraelitiinyeii über BTiitzeii und STotli*- 
twenMtsUmH der Infiultesimalreelinnns* 

§. 122. 

Nutzen der DifTerefitial- und Integralrechnung, 

Der Infinitesimal - Calcul tritt in Anwendung beim Stetigen. 
Nämlich alle diejenigen Aufgaben der Mathematik, bei welchen es 
darauf ankommt, stetig veränderliche Grössen in Rechnung zu brin- 
gen, fallen in das Gebiet der Differential- und Integralrechnung, er- 
fordern also nothwendig die Anwendung der höheren Analysis. Da 
nun überall stetige Grössen vorkommen, so ist das Feld der Anwen- 
dung unbeschränkt. 

Die Infinitesimalrechnung gewährt bei der Anwendung eine be- 
wundernswerthe Erleichterung für die Auffindung der in Geo- 
metrie, Mechanik, u. s. w. vorkommenden Relationen zwischen verän- 
derlichen Grössen, weil sie, die Differentiale der Grössen in die 
Rechnung einführend, alle Functionen in ihren kleinsten Veränderungen 
als elementare betrachtet. 

In den meisten Fällen lassen sich die gesuchten Gleichungen 
zwischen stetig veränderlichen Grössen (in Geometrie, Mechanik u. s.w.) 
nicht unmittelbar finden. Dann leistet die höhere Analysis höchst 
wichtige und unentbehrliche Dienste bei der Anwendung. Nämlich 
man bildet direct aus der Natur des Gegenstandes auf elementarem 
Wege, was gewöhnlich leicht geschieht, die Gleichung zwischen dea 
kleinsten Aenderungen (oder Differentialen) der Grössen (indem man 
diese als elementare Functionen betrachtet); woraus sodann die In-> 
tegralrechnung die gesuchte Gleichung zwischen den endlichen Grössen 
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selbst bersteilt So werden mit Hülfe des Infinitesimal - Calculs die 
gesuchten Gleichungen, welche man nicht direct bilden kann, auf 
indirectem Wege gefunden. 

Dieses indirecte Verfahren kann verschiedene Grade haben. NämUch es 
kann zuweilen zu schwierig sein, unmittelbar die Gleichung zwischen den 
ersten Differentialen der betrachteten Grössen zu bilden, und in diesem FaUe 
sucht man direct die Relation zwischen den zweiten Differentialen der der 
Aufgabe zum Grunde liegenden Grössen. 

Die Gleichungen zwischen den Difibrentialen der In Geometrie, 
Mechanik u. s. w. betrachteten Grössen sind viel einfacher und leichter 
zu entdecken, als die Gleichungen zwischen den Grössen selbst, aus 
dem Grunde, weil die veränderlichen Grössen in ihren Difibrentialen 
mit den elementaren Functionen zusammenfallen, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, weil die hohem Difierentiale neben den niedem 
verschwinden. Wir erinnern hier an den Ausspruch im §. 54, dass 
alle ungleichförmige Veränderung in ihren Differentialverhältnissen 
gleichförmig wird. 

Daraus wird klar, welch mächtiges Werkzeug die Analysis des 
Unendlichen darbietet, in welcher die Wissenschaft eine der erhabensten 
Ideen entwickelt hat. 

Die Erfindung der hohem Analysis setzte die Mathematiker in den Stand, 
die Dynamik (Bewegungslehre) analytisch auszubilden^ eine neue Wissenschaft, 
welche den Alten ganz unbekannt war. 



S. 123. 

Ueber die Beziehung der Integralrechnung zur Differential- 
Rechnung, 

Darüber bemerken vnr noch Folgendes: 

Das Verhältniss zwischen den unendlich kleinen Veränderungen 
zusammengehöriger Grössen ist die Ursache (der Grund) des Ver- 
hältnisses, welches sich zwischen den Veränderungen derselben Grössen 
herausstellt, wenn sie endliche Werthe erlangt haben. 

Z. B. Die von einem frei fallenden Körper durchlaufenen Räume andern 
sich den Quadraten der seit dem Beginnen des Falles verflossenen Zeiten pro- 
portional, weil der unendlich kleine Zuwachs des Raumes der erlangten Ge- 
schwindigkeit proportional ist, welche selbst der seit dem Beginnen der Be- 
wegung verflossenen Zeit proportional ist. Diese so einfache Relation iis=gtift 
zwischen den Elementen der verflossenen Zeit und denen des beschriebenen 

Raumes ist der Grund oder die Ursache des weniger einfachen Gesetzes s^^-^fSS^^ 
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welches zwischen den endlichen Veränderungen dieser beiden Grössen statt- 
finde!. — Wenn ein Körper sich abkühlt, so ist sein Tcmperaturverlust in irgend 
einer Zeit eine zusammengesetzte Erscheinung, die ihren Grund in dem Gesetze 
hat, wonach der Körper fortwährend in jedem unendlich kleinen Zeittheilchcn 
eine unendlich kleine Quantität Wärme ausstrahlt. 

Vergleicht man daher alle diejenigen Untersuchung'en mit einander, 
welche die Integralrechnung oder die Differentialrechnung erfordern, 
so wird man finden, dass die Integration da nöthig wird, wo von der 
Ursache zur Wirkung übergegangen werden soll, die Differential- 
rechnung hingegen, wo man aus der vorhandenen Wirkung die Ur- 
sache ableitet; statt Ursache und Wirkung könnte man auch sagen: 
erzeugende Grösse und erzeugte. 

Z, B. Die Natur einer Curve entspringt aus dem Gesetze der Richtungs- 
änderungen. Ist nun dies Gesetz gegeben, das ist die Relation zwischen <lz 
und dY9 so findet man daraus durch Inlegriren die erzeugte Curve, das ist die 
Relation zwischen x und y selbst. Umgekehrt aus der Gleichung einer gege- 
benen Curve findet man durch Differenziren das ihrer Entstehung zum Grunde 
liegende Gesetz der Richtungsänderungen. — Will man die Anziehung berech- 
nen, welche eine materieUe Curve auf einen Punct ausübt unter Annahme 
eines bestimmten Anziehungsgesetzes, so muss man die Anziehungen der ein- 
zelnen Elemente durch Integration vereinigen ; will man dagegen etwa aus der 
Bahn, welche ein Körper um einen andern feststehenden beschreibt^ das An- 
ziehungsgesetz der Centralkraft ableiten, so macht sich eine Differenzirung nöthig. 



Variationsrechnung. 



S. 124. 
üebergang zur Variationsrechnung. 

Bereits im $. 3 ist bemerkt/ dass das System der Mathe- 
matik ein stufenweiser Veraligemeinerungsprocess ist. 

Dieser Ansicht entspricht auch der historische Entwickelungsgang der 
Mathematik, ebenso wie auch in der Geschichte der physischen Wissenschaften 
jeder Epoche machende Forlsohritt durch Generalisation geschieht^ indem 
man vom Besonderen allmählig zum AHgemeineren aufsteigt. 

Die erste Hauptstufe der Verallgemeinerung beginnt mit der 
Analysis, welche die einzelnen Grössen unter dem atlgemeineren 
Begriffe der veränderlichen Grösse (Function) zusammenfasst. Eine 
zweite höhere Hauptstufe der Abstraction tritt dadurch ein, 
dass man verschiedene Functionen zusammenbegreift, indem man eine 
in die andere sich verwandeln lässt, und dies geschieht in der Va- 
riationsrechnung. 

§• 125. 

Grundbegriffe der Variationsrechnung ^ 

Bisher änderte sich nur der Werth einer Function, während ihre 
Form d. i. die Relation (Verbindung) zwischen den Variablen die- 
selbe blieb; jetzt wird diese Form selbst als veränderlich an- 
gesehen, so dass eine Function in eine andere übergeht^ die Function 
variirt. Dieser Theil der Analysis, welcher mit der Verwandlung 
der Functionen zu thun hat, heisst die Variationsrechnung, und 
beruht auf der höchsten Abstraction. 

Die Werth- Veränderungen der Functionen betrachtet die Differential- und 
Integralrechnung; die Form -Veränderungen der Functionen betrachtet die 
Variationsrechnung. 
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Wir betrachten eine Function V einer oder mehrerer veränder- 
lichen Grössen. Nun verwandle sich die Art und Weise, wie V von 
den Veränderlichen abhängt, d« h. die Form der Function V, indem 
sie in Vx übergeht. Dann wird V deshalb eine Aenderurig erleiden, 
deren Betrag Yx — V ist, und bei der unendlichen Annäherung der 
Function Yx an Y unendlich klein wird. Man nennt eine solche durch 
die Formverwandlung einer Function erzeugte Aenderung der- 
selben ihre Yariation, und wenn dieselbe unendlich klein ist, eine 
Yariation im engeren Sinne« 

Um aber die an sich völlig willkürlichen Cunendlich mannigfal- 
tigen) Formverwandlungen und die daraus entspringenden Aenderungen 
der Functionen einer Rechnung unterwerfen zu können, ist es nöthig, 
aus den verwandelten Functionen ihren primitiven Zustand erkennen, 
und auf diesen zurückgehen zu können, indem sonst, wegen der 
übrigens völligen Willkürlichkeit der Formverwandlung, zwischen 
ihnen und den primitiven Functionen gar kein weiterer Zusammenhang 
stattfinden würde. Zu diesem Zwecke denke man sich mit jeder an 
der ursprünglichen Function Y vorgenommenen Yerwandlung zugleich 
eine beliebige unbestimmte Grösse x (die Yariirende) verbunden 
oder in die Rechnung eingeführt, und unterwerfe die durch Yer- 
wandlung hervorgegangene Function Yx, bei übrigens völliger Will- 
kürlichkeit des Zusammenhanges der Yariablen und der Grösse x, nur 
der einzigen Bedingung, dass sie für x=0 wieder in den primitiven 
Zustand Y zurückkehrt. Man sagt, Y ist Cdurch x) variirt. 

So kann man die Formänderung der Function ab herrührend von der Ver- 
änderung des Werthes einer in der Function vorkommenden Grösse x betrachten. 

Nun kann sogleich Yx , und Yx — Y immer in eine nach den po- 
sitiven ganzen Potenzen der Yariirenden x fortschreitende Reihe ent- 
wickelt werden. Nämlich denkt man sich x als veränderlich, und 
bezeichnet die Werthe der DifTerentialquotienten 
rfVx rf^ d^ 
rfx ' rfx* ' rfx' ' •' 
für x = durch 

(JY, (J*Y, <!*Y,..., 
so ist nach der Maclaurinschen Reihe: 

Hier heissen 5Y, (PY, d'Y,... der erste, zweite, dritte,... Ya- 
riationsquotient von Y; Manche nennen sie auch schlechthin 
erste, zweite, dritte,. •• Yariation von Y. Für ein unendlich kleines 
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X nimmt auch Vx — V unendlich ab. Diese Variationsquotienten wer- 
den gefiinden, wenn man, in Bezug auf x als variabel, die successiven 
Differentialquotienten von Vx entwickelt, und nach der Differenzirung 
x=0 setzt, das wäre: 

rf»Vx 

"^^ rfx- • 

Dabei erhellet, dass, wenn diese Rechnung wirklich ausführbar 
sein soll, die Function Vx selbst gegeben sein muss, so dass also 
dieselbe nur bei bestimmten Formen der Function Vx anwendbar sein 
würde. Auf der andern Seite aber erfordern alle Anwendungen der 
Variationsrechnung, und die dadurch bedingte nöthige Allgemeinheit 
unmittelbar, dass die Form der Function Vx als völlig unbestimmt 
und willkürlich gedacht werde, nur immer mit der einzigen Bedin- 
gung , dass Vx = V für x = 0. So schiene in der That unsere Unter- 
suchung hier zu Ende zu sein, wenn die Sache nicht noch einer 
andern modificirten, sehr fruchtbaren, Ansicht fähig wäre. 

Ist nämlich 

V=/-Cx,y,z,...) 
irgend eine Function der Variablen x, y, z, ...; so kann man sich 
eine jede Veränderung (im obigen Sinne) derselben herbeigeführt 
denken, wenn für x, y, z, ... die völlig unbestimmten Functionen 
5p(x,x) = xx, 5P'(y,x)=yx, 5p"Cz, *)==Zx, ..., die für x = 
alle wieder in ihre primitiven Zustände x, y, z, ... übergehen, gesetzt 
werden, wodurch man hat 

Vx = f(X7c , yx , zx , . . .D 
welches, wegen vorhergehender Bedingung in Bezug auf xx , yx , Zx , . • •> 
=:V für x = 0. In der völligen Unbestimmtheit der für x, y, z, ... 
gesetzten Functionen erscheint die Annahme, dass durch deren Sub- 
stitution für X, y, z, ... jede willkürliche Veränderung von V heh- 
vorgebracht werden könne, hinlänglich gerechtfertigt. Da nun aber 

xx = x + 5x-j-+ ^'^J^ + ^'^■i5j+-- 

,2 



y.^y + ay* +d^yJL + rfSy 



1 ^"M.2 ^ "' 1.2.3 ^••• 

u. s. f. 
so erhält man Vx , wenn diese Reihen für x , y , z , . . • in V gesetzt 
werden, und dann das Resultat nach Potenzen von x entwickelt wird, 
das ist 
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Vx=v + <jv^ + <^'V^+ «y»v ^ + 



wo nun, wie vorher, die Coefficienten von -j- , 3-—, . ^ ,. ■ , ... die 

erste, zweite, dritte, vierte, u. s. f. Variation von V genannt werden. 
Ebenso heissen dx, Jy, ^z,,.., ^x, (J^y, d% ... die ersten, zwei- 
ten,... Variationen von x,y,z,,.. Alle diese Functionen müssen 
aber wegen der völligen Unbestimmtheit der Functionen Xx, yx, Zx, ... 
als ganz willkürliche Functionen respective von x, y, z, ... gedacht 
werden. 

. Durch diese Ansicht der Sache Wird erst eine wirkliche Rech- 
nung möglich. Müssen nämlich auch die Variationen der Variablen 
. immer noch als völlig unbestimmte Functionen derselben gedacht wer- 
den; so ist doch nun eben von diesen Variationen die Variation der 
Function V abhängig gemacht, und muss sich also durch dieselben 
darstellen lassen. Darin besteht denn auch das Geschäft der Va- 
riationsrechnung, als einer eigenthümlichen Rechnungsart, nämlich 
die Variation der Function V durch die unbestimmten 
Variationen ihrer veränderlichen Grössen (entwickelt) 
auszudrücken. 

Es kann die betrachtete Variation der Function auch so beschaffen sein, 
dass dabei nicht alle Veränderlichen variiren; z. B. es bleibt dabei x ausser 
Betracht (es erfährt x keine Variation), dann ist ^x=0 zu setzen, auch ^*x=0, 
a»x=0, ... 

Uebrigens lässt sich die Einführung der Grösse >e in der Anwen- 
dung auch veranschaulichen, sowohl auf dem Gebiete der Geo- 
metrie, als dem der Mechanik. — In der Geometrie lasse man z. B. 
eine ebene Curve mit den Coordinaten x, y variiren. Dabei wird die 
Einführung der Grösse x anschaulich, wenn man statt der betrach- 
teten Linie eine krumme Fläche sich vorstellt, in welcher die 
Linie liegt. Die Grösse x ist dann die dritte der Coordinaten. Jeder 
mit der Ebene x, y parallele Schnitt giebt eine andere Curve, so 
dass vermittelst der Grösse x unzählige beliebige Curven vorgestellt 
werden können. — Auch lässt sich das x durch Bewegung veran- 
schaulichen. Nämlich wir betrachten ein System von Puncten. Die 
Lage jedes Punctes ist von seinen Coordinaten abhängig. Denkt man 
sich nun das System in Bewegung, so wird auch noch die Zeit x 
implicirt, kommt noch hinzu gleichsam als vierte Coordinate. 
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8. 126, 
Bestimmung des ersten uvd zweiten Variationsquotienfen, 

Als Beispiele zum Vorhergehenden entwickeln wir den ersten und 
zweiten Variationsquotienten dV, d^y für die am häufigsten vorkom- 
menden Fälle. Von den höhern Variationen findet höchstens noch die 
zweite eine Anwendung. 

I. Es sei V eine Function von x. Variirt nun x, so variirt 
auch V, das heisst: wird statt x die Reihe x^ gesetzt, so geht auch 
V in eme solche Reihe V^^ über. Dann findet sich sogleich nach $. 33 

dx 

dx^ ' dx 

Nämlich ---=.= —^. -r-, und für 3c=0, ÄV=:-^. Bx. Um Ä»V zu 
ifx ax ax ax 

^\ 

erhalten, hat man in ---r- zuletzt x=0 zu setzen. 

IL Es sei V eine Function von x und y. Variirt nun x und y, 
so variirt auch V, das heisst: werden statt x und y die Reihen x^ 
und Yx gesetzt, so geht auch V in eine solche Reihe V,^ üben Dann ist 

^w ^V . „ . ^ <PV , , . rf'V , 2 . rfV .. . rfV ,, 
<!W=^crx^ + 25^cfx<!y + ^<!y^ + ^cr^x+^cf^y 

Hier ist nämlich •—— = -—- . --z — \- — — , -f- , daher, wenn man k=0 setzt 
<f X dx dx dy dx ' 

die angeführte Formel für B\ erhalten wird. Aehnlich bekommt man 8*y^ 

III. Ist V eine Function von x, y, z, und werden statt x, y, z 
die Reihen x,^, y^, z^ gesetzt, so geht auch V in eine solche Reihe 
V^ über, und die zwei ersten Variationsquotienten dieser Reihe sind hier: 
.„ dV j, , dV j, , dV . 
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IV. Ist V s= ^-^ , und wird nun statt y eine Reihe y^ gesetzt, 

so geht auch V in eine Reihe V^ über, und die Variationsquotienten 
dieser Reihe sind: 

/rf"y\_rf"<yy, /rf"y\ rf"J^Y ^ 

Z. B. Ist V = -^, und man variirt durch x, so folgt 



dx dK «fx ' 

also, Null für x gesetzt, erhält man ÄV = -^, das ist S J^=,.«^V 

V. Ist V = , ^ , und wird nun statt z die Reihe z^ gesetzt, 

so geht auch V in eine Reihe V^ über, deren Variationsquotienten 
durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 

/ ef'+^z x _ d'^+^dz .^ / rf"+»z \ _ rf^+^J^z 
^Ux"rfy/ rfx-rfy- ' Ux^rfy"/ rfx-rfy« ' •"• 

VI. Ist Y sszfydx, wo y eine Function von x, und wird nun 
Matt y die Reihe y^ gesetzt, so geht auch V in eine solche Reihe V^^ 
über, deren Variationsquotienten durch die Gleichungen 

<jyyefx=J(*y) dx; d^f^dx^^fcd^y-) dx;... 
bestimmt sind, wenn nur die Integrale jedesmal zwischen denselben, 
von X unabhängigen, Grenzen genommen sind. 

/d\ 
ydXy also — -=y, so hat man, wenn zuvor mit x va- 

riirt wird, ^"^ ®^®'* ~3 — ^^"T* > t^lso, wenn Null fiir x gesetzt 

dK die dx «x 

wird, -^ = iy, folglich 5V= fiy.dx, woraus das Gesetz S Fydx^: HSy^dx 

folgt. 

VII. Wenn v nach x variirt, so hat man 

dffydxdy = f J^^'f^ ^^^Y 
wo die Grenzen der Integrale auf beiden Seiten dieselben sein müssen. 
Hier können bei der ersten Integration nach y die Grenzen, zwischen 
denen das Integral genommen werden soll, noch von x abhängig 
sein, aber dann kann die Folge der beiden Integrationen nicht ver- 
ändert werden. 
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VIII. Jetzt betrachten wir den Fall, wo die Grenzen des Inte- 
grals selbst noch x enthalten. Ist V= / yrfx, wo y eine Function 

von X, und wird nun stalt y eine solche Reihe y^ gesetzt, deren 
(Variations-) Coefficienten dy, d*y, ... wie immer, ganz beliebig, also 
selbst wieder Functionen von x sein können, werden aber zugleich 
auch statt b und a solche Reihen b,^ und a,^ gesetzt; so geht V eben- 
falls in eine solche Reihe V^ über, deren Variationsquotienten zufolge 
§. 75. 

cJV = r\(JyDrfx + yb . db -y^ . da; 



cPV= f^(d^Y)dx + dY], . äb^ÖY^ . da 



+ ^((Jbr- ^(daD^ + Yb . iJ^b-y« . d«a 
ay ay 

sind, wo Yh, y«, i — — das bedeuten, was aus y und —f- 

^^' ^"^ rfy ' rfy ^' dx 

hervorgeht, wenn b, a statt x gesetzt werden, während dyi, , dy» 
ebenfalls das bedeuten, was aus dy, im Falle solches! eine Function 
von X ist, hervorgeht, wenn b, a statt x gesetzt werden. 

Was die hier aufgeführten Beispiele betrifft, so gehen die Re- 
sultate alle aus dem im vorigen Paragraphen Gesagten hervor, näm- 
lich, dass d\ der Werlh von -r— 'st für x==sO, und dass ebenso 

dx 

d'^W d^Y 
d^V, (J%... die Werthe von-^-^^, -^-7, ... sind für x = 0. — 

Man beachte dabei, dass der Difibrentialquotient nach allem x, allemal 
gleich ist der Summe der Difi'erentialquotienten, welche nach dem x 
genomipen sind, das in einzelnen beliebig genommenen Theilen vor- 
kommt, wenn nur zuletzt nach allem x wirklich differenzirt sich findet. 
Auch weiss man, dass es einerlei ist, ob man zuerst nach x diffe- 
renzirt, und dann noch nach x, y, ... diffierenzirt (integrirt), oder 
ob man dieselben Operationen in umgekehrter Ordnung vornimmt^ 
wenn nur beim Integriren die Grenzen des Integrals nicht selbst noch 
veränderlich sind, nämlich nicht selbst x enthalten. Auch ist es 
einerlei, ob man zuerst x = setzt, und dann nach x,y, ... diffe- 
renzirt (integrirt), oder ob man auch dies in umgekehrter Ordnung 
geschehen lässt; was namentlich daraus folgt, dass, während man 
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nach x, y, ... differenzirl oder integrirt, der Werlh x beliebig ist, 
also auch gleich Null sein kann. 

Die angeführten VIII Nummern enthalten die wichtigsten Einzel- 
falle der Variationsrechnung. Sollten die Fälle noch zusammenge-^ 
setzter sein, so lassen sich die Varialionsquotienten aus den hier ent- 
wickelten jedesmal leicht zusammensetzen. — Nämlich es sei V eine 
Function von beliebigen Veränderlichen x,y,z,p,q,r, ..., und diese 
entweder ganz unabhängig oder irgendwie von einander abhängig, so 
dass auch Differentiale und Integrale darunter sein können. V sei 
nun (auf eine beliebige Weise) durch x variirt, d. h. eine oder einige 
oder alle der in ihr vorkommenden Veränderlichen x, y, z, p, ... 
gehen in die Reihen x^, y», z^, p^j«»« über, wodurch auch V in 
eine solche Reihe übergeht, und diese variirte Function wird durch 
Vx vorgestellt. Dann werden die Variationen der abhängig Veränder- 
lichen von denen der unabhängig Veränderlichen abhängen, und die 
Variationen der Function V durch die Variationen ihrer Veränder- 
lichen Cnach den angeführten Sätzen} sich ausdrücken lassen. 

§. 127. 

Unendlich kleine Variationen. 

Bisher ist x beliebig gross oder beliebig klein. In der Anwen- 
dung aber wird x gewöhnlich unendlich klein gedacht. Dann 
hat man es mit unendlich kleinen Variationen oder Variationen im 
engern Sinne zu thun. Hier heissen die im entwickelten v,^ — v C™ag 
nun V eine Function oder eine darin enthaltene Veränderliche sein) 
vorkommenden Glieder, die mit den verschiedenen Potenzen von x 
behaftet sind, so dass jedes folgende gegen das vorhergehende selbst 
wieder unendlich klein ist, die (unendlich kleinen) Variationen 
von V, nämlich 

xJv, x^d^v, ... 
nennt man die erste, zweite,... Variation von v. Oft, namenthch 
in altem Werken, bezeichnet man diese unendlich kleinen Aende- 
rungen blos durch dv, (Pv,... wofür wir aber hier, zur besseren 
Unterscheidung, dv, d^v, ... schreiben, so dass wir 

xJv = dv, xM'v = ö^v, ... 
setzen. Doch ist es bei den Anwendungen deutlicher und bequemer, 
die Variationen durch 

xdv, x'd^v, ... 
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auszudrücken, so dass ^v, S^Yj ... endliche Ausdrücke bleiben, 
während blos x unendlich klein gedacht wird; diese endlichen dv,<f^v,... 
kann man dann die Variationsquotienten nennen* 

Denkt man sich die Gleichungen I bis VIII Cdes §. i26) be- 
züglich mit X, x\ ,,. multiplicirt, so ergiebt sich, dass man sogleich 
in allen jenen Gleichungen überall d statt d schreiben kann (weil x 
beim Differenziren und Integriren nach den Veränderlichen constant 
ist, also jedesmal sogleich als Factor wieder herausgesetzt werden 
kann). 

Wir heben besonders Folgendes hervor: 

Aus IV und V (in $. 126) erhält man: 
ddv = dd\. 

Dies lisst sich auch auf folgende Art beweiaen: Da d(v + ifv)=^ + d<fv 
ist, so hat man ^rfv = 5(v+rfv) — 5v, das ist bdy^=d^. 

Aus dieser Gleichung folgt nun weiter: 

dd^ = ddd\ = dddy = dddy = dPdv, 
u. s. w. 
also allgemein: 

drf»v =rf"dv, 
es mag v eine Function von einer oder von mehreren Variablen sein. 
Aus VI (des §. 1263 ergiebt sich: 
d/v = /dv. 

Dies lässt sich auch auf folgende Art beweisen: Setzt man /y=u, so 
wird ifu=v, folglich auch difu=^, oder dby=zby; nimmt man nun beider- 
seits das Integral, so erhält man öu= T^v, das ist 5 jy^ fby. 

Auch lässt sich dieser Satz wieder auf höhere Integrale aus- 
dehnen,, z. B. 

u. s. w. 
Also, wenn die Zeichen d und rf, oder d und j zusammen vor- 
kommen, so ist die Ordnung dieser Zeichen gleichgültig. 
Man kann hier auch durchgängig wieder d statt h setzen. 

§. 128. 

Anwendung der Variationsrechnung auf grössie und kleinste 

Werthe. 

Die Variationsrechnung findet eine sehr wichtige Anwendung bei 
Bestimmung der Maxim a und Minima. Früher in der Differential- 
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rechnung wurden Haxima und Minima der Werihe gegebener Func- 
tionen betrachtet. Jetzt aber wird die Relation selbst gesucht, welche 
zwischen Grössen stattfinden muss, damit ein aus diesen Grössen 
zusammengesetzter Ausdruck, unter allen möglichen Relationen, welche 
zwischen jenen Grössen stattfinden können , ein Maximum oder Mi- 
nimum werde, d. h. grösser oder kleiner als die Nachbarwerthe dieses 
Ausdrucks, welche entstehen, indem man jene Relation allmählig oder 
stetig sich ändern lässt. 

Wird X unendlich klein, positiv und negativ, gedacht^ so 
stellt Vx, das ist die Reihe 

die dem V nächstanliegenden Functionen (die nächsten Nach- 
barfunctionen von V) vor, V heisst ein Maximum (Grösstes) oder 
ein Minimum (Kleinstes) in Bezug auf V^, jenachdem V grösser 
oder kleiner als V,^ , d. h. jenachdem die geringste Variation von V 
dasselbe kleiner oder grösser macht. — Man sucht nun die Bedm- 
gungen auf, unter welchen V ein Grösstes oder Kleinstes ist, und 
findet auf ähnlichem Wege, wie bei den grössten und kleinsten 
Werthen in der Difierentialrechnung, Folgendes: 

Es ist V ein Minimum in Bezug auf die beiden, zu positivem 
und negativem aber unendlich kleinem x gehörigen, Werthe V^ , wenn 
die Difierenz 

mit X selbst das C+ oder — ) Zeichen nicht wechselt, sondern 
jedesmal positiv ist; dagegen ist V ein Maximum, wenn dieselbe 
Differenz oder Reihe ebenfalls mit x selbst das (+ oder — ) Zeichen 
nicht wechselt, aber jedesmal negativ ist. Weil jedoch x unendlich 
klein gedacht wird, so ändert jede nach x fortlaufende Reihe ihr 
(+ oder — ) Zeichen, wenn das erste Glied derselben, welches nicht 
Null ist, dieses Zeichen ändert. Also muss 

cJV=0 

sein, wenn V ein Maximum oder Minimum soll werden können, in 
Bezug auf die beiden Werthe V,,; weil, wenn dV nicht Null ist, die 
Reihe mit dem Gliede xäW, also mit x zugleich ihr (+ oder — ) 
Zeichen ändern würde. — Die Gleichung dV = kann oft in zwei 
und mehr Gleichungen zerfallen, zufolge der Natur der einzelnen 
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Aufgabe. Hat man aber aus dieser Gleichung ^V=rO alle Werthe 
der unabhängigen Veränderlichen gefunden, welche durch dieselbe 
bestimmt werden können, so substituire man diese in ^'^V. Wird 
dann d*V negativ, so ist V gegen V^ ein Maximum; wird aber 
d*V positiv, so ist V gegen V^ ein Minimum. Bei den gewöhn- 
lichen Anwendungen braucht man in die complicirte Analyse von 3^Y 
nicht einzugehen, weil sich schon aus der speciellen Natur der Auf- 
gabe erkennen lässt, ob ein Grösstes oder ein Kleinstes stattfin- 
den muss. 

Sollten dieselben Werthe, welche 6'V=0 machen, auch $'V zu Null machen, 
so mfisste man die Untersuchung bis zu d*V fortfuhren, übrigens j edesmal die 
vorhin erwähnte Entscheidung herbeizuführen trachten. 

Gewöhnlich ist V bei der Anwendung ein Integralausdruck, z. B. 
in den Aufgaben, wo die kürzeste Linie zwischen bestimmten Grenzen, 
die grösste durch eine ebene Curve gegebener Länge begrenzte Fläche, 
die Curve des schnellsten Falles, der Körper vom geringsten Wider- 
stände, u. s. w. gesucht wird. 

Das Schwierigste bei unserer Aufgabe über Maxima und Minima 
ist gewöhnlich die weitere Behandlung der Gleichung ()y=0. Dabei 
ist das Hauptgeschäft, die Gleichung Jv=0 gehörig in die durch sie 
bedingten einzelnen Gleichungen 2u zerfallen, indem man, wegen 
herbeigeführter Unabhängigkeit (Willkürlichkeit) der Factoren in den 
Gliedern, die Coefficienten der Glieder einzeln gleich Null setzt. — 
Zu diesem Zwecke muss man, wenn V ein Integralausdruck 
ist, um die Behandlung der Gleichung rfV = gehörig durchführen 
zu können, nothwendig vorher dV so umformen, dass keine Diffe- 
rentiale der Variationen mehr unter dem Integralzeichen vorkommen. 
Diese Umformung ist immer dadurch möglich, dass man die einzelnen 
Glieder unter dem Integralzeichen, welche noch mit Differentialen der 
Variationen (rfcT) behaftet sind, wiederholt th eil weise integrirt, 
nach der Formel /urfv = uv — j vrfu, so lange bis alle dd vom In- 
tegralzeichen befreit erscheinen, und nur noch d allein unter dem 
Integralzeichen vorkommen. Nur erst wenn dY diese Form hat, lässt 
sich die Gleichung dV = sogleich Cnach §. 118) weiter zerlegen, 
so dass man alle die einzelnen Gleichungen erhält, welche in der 
Gleichung dV = stecken. 
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§. 129. 
Allgemeinere Anwendung der Variationsrechnung. 

Der Variations-Calcul ist übrigens nicht auf die Theorie der 
Maxima und Minima beschränkt, sondern derselbe findet überhaupt 
eine sehr wichtige Anwendung, wo es vorkommt, dass eine Grösse 
zweierlei Arten von Aenderungen erfährt, die nicht nur von ein- 
ander unabhängig sind, sondern auch wesentlich verschiedene Ur- 
sachen haben. In einem solchen Falle lässt sich der Begriff der Va- 
riation einführen, was den wesentlichen Vortheil gewährt, im Calcul 
selbst die heterogenen Veränderungen durch d und 8 von einander 
zu unterscheiden« Nämlich wenn Grössen, die untereinander zu- 
sammenhängen, Aenderungen erleiden, ohne dass dabei ihr Zusam- 
menhang sich ändert, indem sie an dieselbe Gleichung gebunden 
bleiben, so entstehen Differentiale; aber wenn die Grössen sich 
dadurch ändern, dass ihr gegenseitiger Zusammenhang ein anderer 
wird, so entstehen Variationen. 

Erstes Beispiel. Wir betrachten ein System vonPuncten, welche durch 
ihre Coordinaten bestimmt sind. Geht man von einem Puncte zu einem n&cbsten 
über, so ändern sich die Coordinat^i um ihre Differentiale. Denkt man sich 
aber das System in Bewegung (wodurch die Form des Systems geändert wird), 
so ändern sich die Coordinaten um ihre Variationen. -^ So kommt es, dajM 
die Variationsrechnung höchst wichtige Anwendung in der analytischen 
Mechanik findet. 

Zweites Beispiel* Auch in der mathematischen Wärmelehre 
könnte man (obgleich es noch nicht geschehen) einen ähnlichen sehr nützlichen 
Gebrauch von der Variationsrechnung machen. Nämlich man hat hier zweierlei 
Veränderungen der Temperatur an einem Körper zu unterscheiden, wovon die 
eine Art eintritt, wenn man von einem Puncte des Körpers zu einem andern 
übergeht, und die andere Art, wenn ms^n denselben Punct zu verschiedenen 
Zeiten betrachtet. 



Ueb er blick über das System und die 
Anwendungen der Analysis. 



§. 130. 
Vollendung des Fortschrittes der Abstradion. 

Blicken wir auf den durchlaufenen Weg zurück, so zeigt sich,' 
dass die auf einander folgenden Haupttheile der Zahlenlehre durch 
stufenweises Verallgemeinern der Begriffe hervorgegangen sind. 
Bereits in den Elementen zeigt sich der Verallgemeinerungs-Process, 
indem der Begriff der Zahl und damit auch die Begriffe der Bech- 
nungsarten allmählig allgemeiner werden; nämlich in der Arithmetik, 
welche mit absoluten Zahlen rechnet, wird der Begriff der Zahl so 
erweitert, dass er ausser den ganzen auch die gebrochenen und irra- 
tionalen Zahlen umfasst, und in der Algebra, welche auch die Vor- 
zeichen der Zahlen aufnimmt, wird der Begriff weiter auf negative 
und imaginäre Zahlen ausgedehnt, wobei zugleich die arithmetischen 
Operationen sich zu algebraischen erweitem. Schreitet man fort zur 
Analysis, so werden die Zahlenwerthe in ihrer Veränderung durch 
die Function, und die Functionen selbst in ihrer Veränderung durch 
die Variationsrechnung begriffen. So erreicht die Variationsrechnung 
die höchste Abstraction, zu welcher die Mathematik im Verlaufe ihrer 
stufenweisen Ausbildung bis jetzt sich erhoben hat. 

Eine noch wesentlich höhere Stufe des Yerallgemeinerns ist wohl nicht zu 

erwarten, denn man müsste sonst über Function hinausgehen können, was aber 

schon der allgemeinste Begriff der Mathematik ist. 

S. 131. 
Grosse Allgemeinheit der Formeln mittelst der höheren Analysis, 

Der Charakter der höheren Analysis spricht sich in der Dar- 
stellung allgemeinster Gesetze aus. Nämlich ein grosser Nutzen der 
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Infinitesimalrechnung besteht darin^ dass die durch Anwendung dieser 
Rechnung auf Geometrie, Mechanik u. s. w. gebildeten Differential- 
Formeln von grosser Allgemeinheit sind (wovon der letzte Grund 
darin Hegt, dass alle Functionen in ihren kleinsten Veränderungen 
auf die elementaren sich zurückziehen). Dadurch ist der Mathema- , 
tiker in den Stand gesetzt, ein allgemeines Gesetz für unzählig 
mannigfaltige Fälle analytisch darzustellen. In den wechselnden Er- 
scheinungen der Geometrie oder Mechanik lässt sich das Gemeinsame 
auflinden, indem man vermittelst der Differentialausdrücke zu Gesetzen 
sich erhebt. Auf solche Weise ist es möglich geworden , das ganze 
System einer Wissenschaft von unermesslicher Ausbreitung, z. B. 
die Geometrie oder die Mechanik, zu einer kleinen Anzahl von ana- 
lytischen Formeln zu condensiren, aus welchen die Lösung aller spe- 
ciellen Probleme nach bestimmten Regeln sich ableiten lässt. 

Dem Gebrauche der höheren Analysis verdankt man die hohe Vervollkomm- 
nung, welche die allgemeinen Theorien der Geometrie und Mechanik endlich 
erlangt haben. 

§. 132. 
Die Mechanik als BeisjneL 

Wir wollen hier kurz andeuten, bis zu welchem Grade der Ana- 
lytiker vermag, zu immer höheren Gesetzen fortzuschreiten, indem 
wir die analytische Mechanik als Beispiel wählen. — Schon 
früher (§. 60) wurde das Gauss'sche Frincip erwähnt, welches so- 
wohl Statik als Mechanik umfasst. Doch lässt sich das allgemeine 
Frincip der Statik auch in anderer Form ausdrücken, die für den 
Calcul noch bequemer ist, wie folgt: 

Es wird ein System von Puncten betrachtet, auf welche die 
Kräfte Pi, Pj, P3, ... wirken. Man gebe dem Systeme irgend eine 
unendlich kleine Bewegung, welche mit den (durch Gleichungen 
ausdrückbaren) Bedingungen des Systemes verträglich ist, so dass 
die Angriffspuncte der Kräfte unendlich kleine Wege machen. Nun 
projicir man diese Wege auf die Richtungen der zugehörigen Kräfte, 
und betrachte diese Projectionen dpi, dpi, dpa, ... als positiv oder 
als negativ, jenachdem sie in die Richtung der betreffenden Kraft 
selbst oder in die gerad entgegengesetzte fallen. Dann ist 

Fl dpi + F2 dp2 + F3 dp3 + . . . = 
oder kurz geschrieben 

5Fdp = 
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die nothwendige und ausreichende Bedin^ngsgleichung für das Gleich- 
gewicht eines Systemes (mag dies fest oder flussig sein). Aus dieser 
einzigen Gleichung, welche das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten heissty lässt sich die gesammte Statik Coder 
Lehre vom Gleichgewichte) auf analytischem Wege entwickeln. Ferner 
lässt sich die Dynamik (oder Lehre von der Bewegung) auf die 
Statik zurückführen. mittelst des d'Alembert'schen Princips, 
welches aussagt, dass in einem in Bewegung begriflenen Systeme 
von Puncten die den Puncten mitgetheilten und die resultirenden 
Kräfte, wenn man letztere in entgegengesetzter Richtung nimmt^ ein- 
ander im Gleichgewichte halten. Demnach kann man die gesammte 
Mechanik Cd. i* Statik und Dynamik) fester sowohl als flüssiger 
Körper aus jener einzigen Formel ableiten. Dies hat bekanntlich 
Lagrange in seiner Mecanique analytique gethan, welche 
eins der vorzüglichsten Werke ist, die je im Gebiete der Mathematik 
erschienen sind. 

Der Techniker, welcher Mechanik ohne Hülfe der höheren Analysis, blos 
auf elementarem Wege, studiren wollte, würde eine Menge vereinzelter Sätze 
für die speciellen Fälle durchzugehen haben, aber doch nicht die höheren Ge- 
setze durchschauen, welche allen ähnlichen Erscheinungen gemeinschaftlich zu 
Grunde liegen. Das Letztere leistet allein der Beistand der höheren Analysis, 
weil sie den Formeln eine so grosse Allgemeinheit verleiht. Durch ihre Hülfe 
wird der Techniker einen allgemeinen Gesichtskreis gewinnen, und einen 
sicheren Wegweiser entdecken, welcher von den höchsten und einfachsten 
Principien der Mechanik zu ihren unendlich mannigfaltigen Phänomenen führt, 
80 dass er für jeden neuen Fall die Regel selber zu finden im Stande ist. — 
Dazu kommt noch, dass man in der Mechanik die Entbehrung der DifTerential- 
und Integralrechnung oft nur auf die weitschweifigste und ermüdendste Weise 
durch unendliche Reihen ersetzen kann. 



§. 133. 
Ein Blick avf die Welt der angewandten Zahlengesetze üJberhaupt. 

Bei der Anwendung der Mathematik hat der Mensch das 
seinem Geiste nothwendige Streben, Qualität auf Quantität zu 
reduciren. So erscheint uns Geometrie und Mechanik als die bild- 
liche Darlegutig gewisser Beziehungen aus dem grossen erhabenen 
Ganzen der Analysis. Auch in der Physik suchen wir mittelst der 
Analysis die mannigfaltigen qualitativen Unterschiede als blos quan- 
titative Verhältnisse so weniger Urqualitäten als möglich zu er- 
kennen. 
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§• 134. 
Giaer Roth. 

Zum Schlüsse möchten wir dem Studirenden, damit er nicht in 
zu viel theoretisches Grübeln verfalle, die Worte eines der grössten 
Mathematiker, des unsterblichen Verfassers der Mecanique analytique, 
einprägen: »C'est aux applications, quHI convient surtöut de donner 
son temps et sa peine.<< 



— ♦^XHOI®«!©***^ 
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